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0.1 Prefata

Cartea de fata a fost elaborati in cadrul proiectului POSDRU/56/1.2/S/32768, ” Formarea cadrelor didactice
universitare i a studentilor in domeniul utilizarii unor instrumente moderne de predare-invatare-evaluare
pentru disciplinele matematice, in vederea crearii de competente performante si practice pentru piata muncii”.

Finantat din Fondul Social European si implementat de catre Ministerul Educatiei, Cercetarii, Tineretului
si Sportului, in colaborare cu The Red Point, Oameni gi Companii, Universitatea din Bucuresti, Universitatea
Tehnica de Constructii din Bucuresti, Universitatea ”Politehnica” din Bucuresti, Universitatea din Pitesti,
Universitatea Tehnica ” Gheorghe Asachi” din Iasi, Universitatea de Vest din Timisoara, Universitatea ” Dunarea
de Jos” din Galati, Universitatea Tehnica din Cluj~Napoca, Universitatea ”1 Decembrie 1918” din Alba-Iulia,
proiectul contribuie in mod direct la realizarea obiectivului general al Programului Operational Sectorial de
Dezvoltare a Resurselor Umane — POSDRU si se inscrie in domeniul major de interventie 1.2 Calitate in
invatamantul superior.

Proiectul are ca obiectiv adaptarea programelor de studii ale disciplinelor matematice la cerintele pietei
muncii si crearea de mecanisme si instrumente de extindere a oportunitatilor de invatare. Evaluarea nevoilor
educationale obiective ale cadrelor didactice si studentilor legate de utilizarea matematicii in invatamantul
superior, masterate si doctorate precum si analizarea eficacitatii si relevantei curriculelor actuale la nivel de
performanta si eficienta, in vederea dezvoltarii de cunostinte si competente pentru studentii care invata discipline
matematice In universitasi, reprezinta obiective specifice de interes in cadrul proiectului.

Dezvoltarea si armonizarea curriculelor universitare ale disciplinelor matematice, conform exigentelor de
pe piata muncii, elaborarea gi implementarea unui program de formare a cadrelor didactice si a studentilor
interesati din universitatile partenere, bazat pe dezvoltarea gi armonizarea de curriculum, crearea unei baze de
resurse inovative, moderne si functionale pentru predarea—invatarea—evaluarea in disciplinele matematice pentru
invatamantul universitar sunt obiectivele specifice care au ca raspuns materialul de fata.

Formarea de competente cheie de matematica si informatica presupune crearea de abilitati de care fiecare
individ are nevoie pentru dezvoltarea personala, incluziune sociala si insertie pe piata muncii. Se poate constata
insa ca programele disciplinelor de matematica nu au intotdeauna in vedere identificarea si sprijinirea elevilor
si studentilor potential talentati la matematica. Totusi, studiul matematicii a evoluat in exigente pana a
ajunge si accepte provocarea de a folosi noile tehnologii in procesul de predare-invatare—evaluare pentru a face
matematica mai atractivd. In acest context, analiza flexibilitatii curriculei, insotitd de analiza metodelor si
instrumentelor folosite pentru identificarea si motivarea studentilor talentati la matematica ar putea raspunde
deopotriva cerintelor de masa, cat si celor de elita.

Viziunea pe termen lung a acestui proiect preconizeaza determinarea unor schimbari in abordarea fenomenu-
lui matematic pe mai multe planuri: informarea unui numar cat mai mare de membri ai societatii in legatura cu
rolul si locul matematicii in educatia de baza in instructie si in descoperirile gtiintifice menite s& imbunéatateasca
calitatea vietii, inclusiv popularizarea unor mari descoperiri tehnice, i nu numai, in care matematica cea mai
avansata a jucat un rol hotarator. De asemenea, se urmareste evidentierea unor noi motivatii solide pentru
invatarea si studiul matematicii la nivelele de baza si la nivel de performanta; stimularea creativitatii si for-
marea la viitorii cercetatori matematicieni a unei atitudini deschise fata de insugirea aspectelor specifice din alte
stiinte, in scopul participarii cu succes in echipe mixte de cercetare sau a abordarii unei cercetari inter si multi
disciplinare; identificarea unor forme de pregatire adecvata pentru viitorii studenti ai disciplinelor matematice,
in scopul utilizarii la nivel de performanta a aparatului matematic In construirea unei cariere profesionale.

Lucrarea reflecta eforturile autorilor in cadrul acestui proiect si experienta lor in predarea matematicii in
general si a ecuatiilor cu derivate partiale in special la facultatile de inginerie cu profil tehnic din Universitatea
Tehnica ”Gheorghe Asachi” din lasi si respectiv Universitatea din Pitesti.

Lucrarea Imbina In mod armonios prezentarile teoretice cu exemple semnificative, facilitand studentilor,
cadrelor didactice, matematicienilor, inginerilor, cercetatorilor etc. cunoagterea, aprofundarea si utilizarea aces-
tui foarte important domeniu al matematicilor, reprezentat de ecuatiile cu derivate partiale.

Autorii s—au straduit s realizeze un material de studiu unitar in domeniul ecuatiilor cu derivate partiale si
spera ca aceasta lucrare elaborata in cadrul proiectului mai sus mentionat va contribui la o mai buna intelegere
si asimilare a cunogtintelor de matematica si la aplicarea lor in practica.

Autorii



Capitolul 1

Sisteme de ecuatii diferentiale ordinare
de ordinul intai

1.1 Sisteme de ecuatii diferentiale ordinare de ordinul intai neliniare
sub forma normala

Forma generala a unui sistem de n ecuatii diferentiale ordinare de ordinul intai sub forma normala

este
yll = fl(xaylvy% .. 'ayn)7

3/2 = fQ(CC?ylayQa"wyn):

y’/n = fn(x-,yhyQ,-.-,yn)-

Pentru un astfel de sistem se utilizeaza si denumirea de sistem diferential.

Necunoscutele sistemului (1.1) sunt functiile reale y1, 9, ...,y, care depind de variabila reald x si sunt
definite pe un intervalul real inchis I. Functiile date f;, ¢ = 1,2,...,n, sunt continue impreuna cu derivatele
lor partiale de ordinul intai in domeniul inchis I x D, unde D C R". Functiile necunoscute ale unui sistem
diferential sunt numite deseori variabile dependente, iar = se numeste variabild independentd.

Daca se introduc functiile vectoriale

y:(yhyQa”'ayn)v f:(flv.wi'-afn)v y/:(y/lvyéaay;)v
atunci sistemul diferential (1.1) se scrie in forma vectoriala

y' = f(z,y).

1.1.1 Legatura cu ecuatiile diferentiale de ordinul n

Teorema 1.1.1. Un sistem de forma (1.1) este echivalent cu o ecuatie diferentiald ordinard de ordinul n sub
forma normala.

Demonstratie. Fie data o ecuatie diferentiala ordinara de ordinul n sub forma normala

y ™ = f(x,y, 9y, ..., y"Y). (1.2)
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Daca introducem functiile necunoscute

/

vi=y, 2=y, -, yp=ym (1.3)

si tinem cont de ecuatia (1.2) obtinem sistemul de ecuatii diferentiale ordinare de ordinul intéi sub forma normald

yll = Y2,
yé = Y3,
. (1.4)
Yn—1 = Yn,
Y = f(@, 91,92, - Yn)-

Din modul cum a fost obtinut sistemul (1.4) se vede c& dacd y este o solutie a ecuatiei (1.2), atunci
Y1,Y2,- - -, Yn este o solutie a sistemului (1.4) si reciproc, daca y1, Y, - - -, Yn este o solutie a sistemului (1.4), iar
functiile y1, y2, - . ., y» sunt cele din (1.3), atunci y; = y este o solutie a ecuatiei (1.2).

Reciproc, si aratam cum studiul unui sistem de ecuatii diferentiale de forma (1.1) se reduce la studiul unei
ecuatii diferentiale de forma (1.2). Pentru simplificarea calculelor vom considera cazul n = 3. Fie deci sistemul
diferential

/

Y1 :fl(xaylvy%y?))v
Yo = f2(2, y1, Y2, ¥3), (1.5)
y/3 :f3(xay17y27y3)'

Derivand prima ecuatie din (1.5) In raport cu x, obtinem

/1_% afl afl afl /

Yl = + 2y 2y 1.6
Y1 am ayl yl ayz y? 8y3 Ys ( )
Inlocuind in (1.6) pe ), yb, y4 cu expresiile lor (1.5), gisim
yllleQ(x7y17y27y3)7 (17)
unde of of 8f 8f
Fy(m, 41, 92.93) = == + 2=+ fi + 2 f2+ = fs
0z oy
Daca derivAm acum ecuatia (1.7) in raport cu z gi tinem cont de ( .5), ob‘gmem
”:F3(x7y15y27y3)3 (18)
OF: OF: aF OF:
unde F3(z,y1,92,3) = o~ + 7 1+ fot e fa
dxr Oy Oys

Din prima ecuatie a 51stemulu1 (1.5) si dln ecuatia (1.7) se pot afla, in general, ys i y3 functie de x, y1, ¥}
si y{, care inlocuite in (1.8), conduce la ecuatia diferentiald de ordinul trei sub forma normald

/1

v = F(x,y1,91,91),

ceea ce trebuia de demonstrat. q.e.d.

Exercitiul 1.1.1. Sa se afle solutia generald a sistemului

y =z
Z = —y.
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Solutie. Daca derivam prima ecuatie, obtinem y” = 2. Folosind a doua ecuatie, gasim y” +y = 0. Aceasta
ecuatie este o ecuatie diferentiala liniara de ordinul al doilea cu coeficienti constanti omogena, care are ecuatia

caracteristica 2 4+ 1 = 0 cu radicinile r1,2 = *i.

Ca atare, un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia diferentiald y” + y = 0 este format din solutiile

Y1 = Ccosx §i Yo = sinx.

Solutia generald a ecuatiei diferentiale y” +y = 0 este o combinatie liniard de cele doud solutii fundamentale

y=Cicosx+ Coysin.
Din prima ecuatie a sistemului gasim si expresia lui z,
z=—Cqysinx + Cy cosx

si astfel am obtinut solutia generala a sistemului dat.

Solutie. Procedand ca in reciproca Teoremei 1.1.1 se ajunge la ecuatia diferentiala liniara de ordinul trei
cu coeficienti constanti, omogena

x/ll_x:()

ce are ecuatia caracteristici r3 — 1 = 0 si radicinile caracteristice

Acestor radacini caracteristice le corespund solutiile fundamentale

t t
tx/g D)

z1(t) = €', za(t)=e 2cos - x3(t) =e 2sin

Astfel, solutia generala a ecuatiei (1.10) este

t
x=Clet+e_§<CQ COS?*‘C‘? sin@).

w3
i)

(1.10)

(1.11)

Folosind sistemul, constatam ca necunoscuta y se obtine derivand pe z, iar functia z se obtine derivandu-1

pe y. Se gaseste

t
y = Ciet — %e_§ [(C’g — C3V/3) cos ? + (C5 4+ C5V/3) sin tT

t

z= (el — %e_E [(Cg + C3v/3) cos %ﬁ + (C3 — C2V/3) sin % .

Solutia generald a sistemului (1.9) este data de (1.11) si (1.12).

(1.12)
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Solutie. Derivam prima egalitate din (1.13) si in rezultatul obtinut, y{ = —9y} — 12y5 — 5yj, inlocuim yj,
yh, Y4 cu valorile date in (1.13). Gasim

Yy = 16y; + 16y2 + 4ys. (1.14)

Procedand similar cu egalitatea (1.14), deducem

vy = —60y; — 80ys — 28ys. (1.15)

Consideram sistemul format din prima ecuatie a sistemului initial (1.13) si ecuatia (1.14)

12y2 + 5ys = —9y1 — v}, (1.16)
16y2 + 4y = —16y1 + vy, '
in care necunoscutele sunt ys si ys.
Rezolvand sistemul algebric (1.16), gdsim
LIRS SR B
Y2 = 8’!/1 Syl 32y17 117)
_ 3 1 / 3 " ‘
Ys = 2yl 2311 Syl'

Valorile lui yo i y3 determinate in (1.17) le inlocuim in ecuatia (1.15) si astfel gasim ca y; este solutie a
ecuatiei diferentiale liniara si omogena, de ordin trei, cu coeficienti constanti

Yy +2y" — 4y — 8y = 0. (1.18)

Ecuatia caracteristicd a ecuatiei diferentiale (1.18) este
4+ 2r% —4r —8 =0,
radacinile sale fiind r1 = 2, 79 = r3 = —2. Radacinii caracteristice simple r; = 2 1i corespunde solutia
y(l)(a:) = e2* jar celei duble ii corespund solutiile y® = e2% & y(3) = ge=22,

Solutiile astfel determinate formeaza un sistem fundamental de solutii al ecuatiei diferentiale (1.18), deci
solutia sa generala este

y(x) = CiyV (@) + Coy® (2) + Cay™ ().
Prin urmare, expresia lui y; este
y1 = C1e** + (Cy + Csw)e™ ", (1.19)

unde C', Cy, C3 sunt constante reale arbitrare.

Pentru determinarea functiilor necunoscute ys si y3 folosim expresiile (1.17), unde inlocuim pe y1, yi si yY
aga cum rezultd din (1.19). Géasim

1 1
Yo = —5016293 — (Cz + 503 =+ 031,‘)6_236,

Y3 = —01€2w + (Cg + C35 + C3:L‘)€_2x.
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Prin urmare, solutia generala a sistemului (1.13) este
Y1 = C1e%* + (02 + 0356)6_29”,
1 1
Yo = —50162“” — (Cg + 503 + 031)6_293,

Yz = —Che*® + (Cz +C5 + 03:13)6_2””.

Solutie. Aplicand demonstratia reciprocei Teoremei 1.1.1, suntem condusi la ecuatia

vl = by1 + 4y + 6ys. (1.21)

Derivand aceasta egalitate si inlocuind derivatele din membrul al doilea, obtinem

vyl =12y + 11y + 14ys. (1.22)

Cu prima ecuatie a sistemului diferential (1.20) si ecuatia (1.21) alcatuim sistemul

Yo + 2y3 = y) — 2y1,
4y + 6y3 = yi — 5y,

din care se determina functiile necunoscute yo si ys in functie de y; si derivatele yi, v

Y2 =y — 3y + v,
1 3 (1.23)
ys = =5yl + 20 — Sy
Introducerea expresiilor lui y, si y3 din (1.23) in egalitatea (1.22) conduce la ecuatia diferentiald liniara de
ordinul al treilea, omogena si cu coeficienti constanti

yi’ — 4y + 5y — 251 =0, (1.24)
a carei ecuatie caracteristica,
r*—4r? +5r—2=0

are radacina dubla r; = ro = 1 si radacina simpla r3 = 2. Acestor radacini caracteristice le corespund sistemul
fundamental de solutjii:

W =et g =wer; Y = e (1.25)

Solutia generald a ecuatiei diferentiale (1.24) este combinatia liniara de solutiile sistemului fundamental de
solutii (1.25)
= (Cl + sz)ex + 03621:. (126)
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Celelalte doud necunoscute ale sistemului (1.20) se determing din (1.23)

Yo = (—C1 — Cy — Caw)e” — C3e?,
1 (1.27)
ys = Coe” + 50362w.

Prin urmare, solutia generald a sistemului (1.20) este reprezentata de functiile date in (1.26) si (1.27). ®

Observatia 1.1.1. Rezultatele stabilite pot fi obtinute intr—un alt mod din care rezultd o noud metodda de
rezolvare a sistemelor diferentiale de tipul (1.20) si anume metoda valorilor si vectorilor proprii.

1.1.2 Integrale prime. Solutie generala

In ipotezele mentionate pentru functiile fi, fs, ..., f, se poate demonstra ca exista o solutie unica a sistemului
(1.1) care, pentru « = xg, ia valorile prescrise

yilwo) =y,  i=Tn, (1.28)
unde (xq, y%o), ygo), e ,y%o)) este un punct arbitrar din interiorul multimii I x D.
Fie aceasta solutie
0) (0 0
Y1 = <P1(CU;3?079§ )’yé )7 v 7y£L ))

(0) , (0) (0)

b

y2=<,02(55§370ay1 Yz Ty Yn )7 (129)
0) (0 0
Yo = pn(mo,ul”,us”, ).
Aceastd forma a solutiei pune in evidenta dependenta sa de datele initiale yﬁ"), ygo), e yﬁlo).

Geometric, (1.29) reprezintd ecuatiile parametrice ale unei curbe T' In spatiul liniar n dimensional R™,
care trece prin punctul Mo(yﬁo), yéo), e ,ySP)). Curba I' se numeste curba integrald sau traiectorie a sistemului
diferential (1.1). Punctul My € T' se numeste punct inifial.

Fie acum un punct oarecare M (y1,y2,...,yn) € I, diferit de My, corespunzitor valorii « € (a,b). Valorile

0 , (0) (0) | i ~-
Y15 Ys sy Yn S YL, Y2, .., Y sunt legate prin relatiile (1.29).

Daca schimbam rolurile punctelor My si M, deci M devine punct initial, My € T' fiind variabil, in baza
unicitatii solutiei, curba integrala care trece prin M trece si prin M. Prin urmare, avem
0
yg ) = <P1(550§33ayla Y2,... 7yn)7

0
yé ) = @2(x0;xaylay27 cee 7yn)7

(1.30)
T
0
U = 0n (205 2,41, Y2, -, Yn)-
Relatiile (1.30) araté ci sistemul (1.29) s—a putut rezolva unic in raport cu valorile initiale ygo)’ yéo), e ,ygo),
iar functiile din membrul drept admit derivate partiale continue in raport cu x,y1,vs2, - - -, Yn.
Cum datele initiale se pot alege arbitrar in interiorul lui D, notandu-le in (1.30) cu C, Co, ..., C,, (constante
arbitrare), obtinem ansamblul de relatii
wl(xvyla Y2, .- 7yn) = 017
Yo (2, y1,Y2, -, Yn) = Ca,
! (1.31)

)

1/)n(337y1,y27 ce ayn) = C’ru
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unde wi(xaylay2; sy yn) = @i(l'(); T, Y1,Y2,--- ayn)7 iar Zo este dat.
Dar relatiile (1.31) pot fi rezolvate in mod unic in raport cu variabilele y1, ya, ..., Yn, deci

Y1 251(3530170%- "aCn)a

Yo = By(x;C1,Co, ..., Ch),
Y2 = Po(z; C1, C2 ) (1.32)

)

Yn = En(IE;CvaQa .. 7Cn)

Relatiile (1.31) reprezinta solufia generald sub formd implicitd a sistemului (1.1). In loc de solutie generala se
utilizeaza gi termenul de ansamblu de integrale prime sau integrald generald a sistemului. Oricare din ecuatiile
(1.31) se numeste integrald primd a sistemului (1.1).

Solutia generald a sistemului diferential (1.1), sub forma explicitd, este data de relatiile (1.32).

Din modul cum au fost deduse relatiile (1.31) constatam ca o functie ¥(x, y1, yo, . . ., Yn) este integrald prima
numai dacd (y1,ys, ..., yn) verificd sistemul (1.1).

Astfel, putem da doua definitii echivalente pentru integrala prima a unui sistem de ecuatii diferentiale
ordinare de ordinul intai.

Definitia 1.1.1. Se numeste integrala prima a sistemului de ecuatii diferentiale (1.1) orice relatie obtinuta
rezolvand in raport cu constantele arbitrare solufia lui generala (1.32).

Agadar, oricare din relatiile (1.31) este o integrald prima a sistemului (1.1).

In baza existentei si unicititii unei solutii a sistemului (1.1) care trece printr—un punct dat din interiorul
multimii 7 x D, rezolvarea in raport cu constantele arbitrare a relatiilor (1.32) este intotdeauna posibila.

Definitia de mai sus poate fi datd numai dupa ce se cunoaste solutia generald a sistemului.

Definitia 1.1.2. Functia ¥(z,y1,Y2,---,Yn) : [a,b] X D — R este o integrald prima a sistemului (1.1) pe o
submultime deschisa Q a multimii [a,b] x D, dacd 1 este de clasa C*(S2), nu este identic constantd dar

Y(z,01(2), p2(x), ..., Yn(x)) = constant,

de—a lungul oricarei traiectorii yy = p1(x),y2 = w2(x),...,yn = @n(z) a sistemului (1.1).

Observatia 1.1.2. Cu Definitia 1.1.2 putem spune ca un sistem de ecuatii diferentiale ordinare de ordinul
intai admite o infinitate de integrale prime deoarece functia

‘I)[im(%yhy% cee 7yn);1/}2(x;y17y27 CIEaE 7yn)7 .. ﬂ/}n(%yhyz’ QI ayn)]a

unde @ este o functie arbitrard de integralele prime 1;, este la randul ei o integrald prima a sistemului (1.1).

Teorema 1.1.2. Rezolvarea sistemului (1.1) este echivalenta cu obtinerea a n integrale prime independente.

Demonstratie. Fie n integrale prime (1.31) independente functional, deci pentru care determinantul functional

D(wlanPHawn)
D(ylay27"'7yn)

£0.

Aplicand teorema de existenta gi unicitate a sistemelor de functii definite implicit [13], din (1.31) deducem
relatiile (1.32) care constituie solutia generala a sistemului. q.e.d.
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Observatia 1.1.3. Cunoasterea unei singure integrale prime a sistemului (1.1) reduce rezolvarea sistemului la
n — 1 ecuatii cu n — 1 functiic necunoscute.

intr—adevér, din 91 (z;y1,Y2, - .., yn) = C se poate exprima una din functiile necunoscute, de exemplu y,,, in
functie de =, y1,92,.-.,Yn—1 si C
Yn = (xvyla Y2, Yn—1, C)

Inlocuindu-1 in primele n — 1 ecuatii ale sistemului (1.1) obtinem un sistem de n — 1 ecuatii diferentiale cu
n — 1 functii necunoscute. u

Observatia 1.1.4. Sistemul (1.1) este echivalent cu sistemul

dv  dyy  dys _ dyn

1 A = fa (1:33)

Acest sistem este echivalent la randul sdu cu cel obtinut prin inmultirea rapoartelor cu un acelasi factor,
care poate fi functie de n + 1 variabile, gi anume x, y1, y2, .- ., Yn-

In cele ce urmeazi considerim ci numirul variabilelor este n si ca sunt notate cu xq,xa,...,T,, iar una
dintre ele este dependenta de celelalte n — 1, ceea ce inseamna ca putem scrie sistemul de ecuatii diferentiale in
forma

dxl dl’g dIn
= == , (1.34)
Xi(x)  Xa(x) Xn(x)
unde x = (z1,22,...,2,), care se numeste forma simetricd a sistemului de n — 1 ecuatii diferentiale de ordinul

intai cu n — 1 necunoscute.

1.2 Sisteme diferentiale sub forma simetrica

Sa considerdm sistemul simetric (1.34) in care functiile X; sunt continue gi au derivate partiale continue in
raport cu toate variabilele x1, zo, ..., T,.
Conform paragrafului precedent, solutia generald a sistemului simetric (1.34) este ansamblul

Y1(xy,22,...,2,) = C1,

1/12(371a9527 cee 7xn) = 027
(1.35)

T

Yp_1(x1,22,...,2n) = Cp_1,

format din n — 1 integrale prime oarecare independente functional, in sensul cd rangul matricei jacobiene al
functiilor ¥y, s, ..., %,_1 este egal cu n — 1 in interiorul multimii de existenta a functiilor Xy, X5, ..., X,,.

Dacéa dorim s trecem un sistem de la forma simetrica (1.34) la forma normalé, este suficient si alegem una
din variabile, de exemplu z,,, ca variabils independenti. In acest fel, din (1.34) avem

dxy Xi(z1, e, ... xy)

dzx, - Xp(21, 22,y 20)]

dry  Xo(x1,29,...,2,)

dr,  Xnp(x1,29,...,2,) (1.36)
drn—1  Xp_1(x1,72,...,2,)

dx,, Xo(x1,20,.. ., 20)
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Observatia 1.2.1. Pentru valorile initiale :C(lo),:céo), e 7:175?), valoarea functiei X, nu trebuie sa se anuleze.

Daca acest lucru nu este posibil, alegem alta variabila independentd.

Teorema 1.2.1. Relatia
,(/)(xlaxQM-wxn) =C (137)

este o integrala prima a sistemului simetric (1.34) daca $i numai dacd, de—a lungul unei curbe integrale a

sistemulug (1.36), avem
oy o o _

Oay Er Oy,

Xl(X) +X2(X) . +Xn(x) 0, (138)

unde x = (x1,To,...,Ty).

Demonstratie. Daca functia ¢ din (1.37) este o integrald prima a sistemului (1.36), atunci de-a lungul unei

curbe integrale a sistemului (1.36), ¥ (x1, za, ..., z,) are o valoare constantd, deci diferentiala ei totala este nula
ceea ce conduce la o o o
—d —d ~dz,, = 0. 1.39
i T1 + 925 To+ -+ B 73 ( )

Deoarece de—a lungul unei curbe integrale diferentialele dz; sunt proportionale cu valorile functiilor X; (vezi
(1.34)), avem (1.38).

Reciproc, din (1.38) rezulta (1.39) si deci dy)(x1,x2,...,x,) = 0 de—a lungul unei curbe integrale, ceea ce
este echivalent cu ¢ (z1,x9,...,2,) = constantd pentru orice solutie a sistemului (1.36). q.e.d.

Observatia 1.2.2. Conform Definitiei 1.1.1, ¢ este o integrald prima a sistemului (1.36) sau a sistemului
simetric (1.34).

Observatia 1.2.3. Singurele functii reale de n variabile reale care verifica relatia (1.38) sunt integralele prime
ale sistemulut (1.34).

Din punct de vedere geometric, solutia generald (1.35) reprezintd o familie de curbe obtinuté prin intersectia
suprafetelor ¢;(z1, z2,...,2,) = C;, i = 1,n — 1. Aceasta familie de curbe este inclusa in intersectia domeniilor
de definitie ale functiilor X;(x1,xa,...,x,) si depinde de n — 1 parametri C,Cy, ..., Cp_1.

Aducerea unui sistem de ecuatii diferentiale ordinare de ordinul intéi la forma simetrica este indicata pentru
aflarea integralelor prime si, in consecinta, pentru aflarea solutiei sale generale.

Exercitiul 1.2.1. Sa se determine solutia generala a sistemului de ecuatii diferentiale sub forma normala

@y _ 4

de (2 —y)?’

dz Y
%=m7 y#z2#0.
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Cautam doua combinatii integrabile care sa poata furniza cele doua integrale prime independente.

O integrald prima se obtine din ultimele dou# rapoarte scrise in forma ydy —zdz = 0 care implica d(y? —22%) =
0 si deci y2 — 22 = O este prima integrala prima (o familie uniparametrica de cilindri hiperbolici cu generatoarele
paralele cu axa Ox).

Cea de a doua integrala prima se va obtine dupéa ce aplicam o proprietate a sirului de rapoarte egale. Astfel,
avem

dr dz—dy
G-’ y-z
Dupa simplificarea prin y — z se obtine

dr + (y — z)d(y — 2) =0,

care conduce la cea de a doua integrald prima 2z + (y — 2)? = Cy (familie uniparametrica de cuadrice).
Solutia generala a sistemului, sub forma implicita, este data de

Y2 — 2% =y,
22+ (y — 2)2 = Cq

si reprezinta o familie dublu parametrica de curbe in spatiu. ]

Solutie. Egalitatea rapoartelor extreme ne conduce la combinatia integrabila

dx _%

x—2a z’

care da integrala prima
T —2a

=C.
4

Daca scriem aceasta egalitate in forma x — Cyz — 2a = 0, constatam ca integrala prima reprezinta o familie de
plane paralele cu axa Oy.

O alta combinatie integrabild este

xdr + ydy + zdz dz dz®+y*+2%)  dz

= —_— _— = R
—y(2?2+y?2+22)  —2yz x? +y? + 22 z
din care se obtine cea de a doua integrala prima
a? 4y + 2
z

=Ch.

Daca scriem rezultatul gisit in forma 22 4 y2 + 22 — Caz = 0, constatam ci cea de a doua integrald prima
reprezinta o familie de sfere cu centrele pe axa Oz, tangente in origine planului xOy.
Solutia generala a sistemului simetric este ansamblul celor doua integrale prime

Asadar, curbele integrale sunt o familie dublu parametrica de cercuri in spatiu. ]
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Exercitiul 1.2.3. Sa se gdseasca solutia generala a sistemului simetric

dx dy dz

zz+y) -ylz+y) @G-2)2z+2y+2)

Solutie. Din primele doua rapoarte se obtine integrala prima

xy = Ch. (1.40)

Vom cauta acum a doua combinatie integrabila. Efectuand raportul dintre suma numaratorilor gi suma
numitorilor primelor doua rapoarte, vom obtine un raport egal cu al treilea
dx + dy —dz
22 —y?  (r—y)(2x+2y+2)

Dupa simplificarea cu x — y, se obtine

dr +dy —dz
r+y 2w+ 2y+z

Efectuand diferenta numaratorilor pe diferenta numitorilor, obtinem un raport egal cu primul

de+dy  de+dy+dz

b

r+y rT+y+z
d d dr +dy+d
din care deducem Ty + THay+az 0. Integrand, obtinem
r+vy r+y+z
(z+y)(z+y+2)=Co. (1.41)
Solutia generald a sistemului este ansamblul integralelor prime (1.40) si (1.41). ]

1.3 Sisteme de ecuatii diferentiale liniare

In acest paragraf vom determina solutiile sistemelor de ecuatii diferentiale liniare de ordinul intai. Forma
generald a unui astfel de sistem este

Y1 +an(x)yr +a(x) y2 + -+ a1 () Yo = fi(z),
Yo + az21(x) y1 + ag2(x) y2 + - - + agn (@) yn = fo(x),

(1.42)
Y, + an1(2) y1 + an2(2) Y2 + - + apn (@) yn = fr(2).
Presupunem ca functiile a;; si f;, ¢,j = 1, n, sunt continue pe intervalul [a, b].
Daca toti fi(z) =0,i=1,2,...,n, spunem ca sistemul este omogen. In caz contrar sistemul este neomogen.
Sistemul (1.42) se poate scrie in forma vectoriald
Y+ e(A(2)Y) = £(x), (1.43)

unde y : [a,b] — R™ este o functie vectoriala necunoscuté, de variabild reald, derivabild, care in baza canonica
din R™,

e =(1,0,...,0), es=(0,1,...,0), -+, e,=(0,0,...,1),
are coordonatele y1,ya,...,Yn, € = (€1,€2,...,€,) € R" X R” x .- x R" = (R™")", A(x) € My xn(R) este o
matrice cu elementele a;;(x), Y este matricea cu o singura coloana si elemente coordonatele vectorului y, adica
y=eY, iar f = (f1, fo,..., fn) : [a,b] — R™ este functie vectoriald de o variabila reald, cunoscuta.
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Definitia 1.3.1. Fie q¢ un numar natural. Spunem ca functia vectoriald de variabila reald g = (91,92, ---,9n) :
[a,b] — R™ este de clasa C%([a,b]) daca functiile coordonate g;, i = 1,n, sunt continue si au derivate continue
pana la ordinul q inclusiv.

Multimea C%([a, b]) este spatiu liniar real infinit dimensional. Pentru C°([a, b]) vom folosi notatia C([a, b]).

Definitia 1.3.2. Se numeste solutie a sistemului (1.43) functia vectoriald de variabild reald
¢ =(p1,02,---,¢n) : [a,0] = R",
de clasd C*([a, b)), care satisface egalitatea
¢ (@) + e(A@)0(@)) = £(z), (V)a € [a,b)],

unde ® este matricea coloanda cu elementele vy, s, ..., on.

1.3.1 Sisteme de ecuatii diferentiale liniare si omogene

Fie sistemul (1.43) si sd notam
L(y) =y’ +e(A(x)Y). (1.44)

Atunci sistemul (1.43), in forma omogen4, se scrie
L(y) =0, (1.45)

unde 0 este functia vectoriald identic nuld 0 : [a, b] — R".

Teorema 1.3.1. Aplicatia vectoriald L este un operator liniar definit pe spatiul vectorial C*([a, b)) si cu valori
in spatiul vectorial C([a,b]).

Demonstratie. Prima parte a teoremei este evidentd daca avem in vedere expresia (1.44) a operatorului L si
continuitatea functiilor a;.
Se vede apoi ca operatorul L are proprietatea

Lay + 8¢) = aL(p) + BL(%), (1.46)

oricare ar fi numerele « si [, reale sau complexe, si oricare ar fi functiile vectoriale de variabila reala ¢,
¥ € C([a,b)]). q.e.d.

A integra sistemul liniar si omogen (1.43) de ecuatii diferentiale ordinare de ordinul intai, cu coeficienti
variabili, inseamni a gisi toate solutiile lui. Observim ci daci y € C'([a,b]) este o solutie a sistemului
(1.45), atunci imaginea lui y prin operatorul L este elementul nul din C([a, b]). Prin urmare, multimea solutiilor
sistemului (1.45) coincide cu nucleul operatorului liniar L, deci cu Ker L.

Operatorul L fiind liniar, rezulta cid Ker L este un spatiu liniar, subspatiu liniar al spatiului liniar infinit
dimensional C([a, b]).

Observatia 1.3.1. Daca coeficientii sistemului omogen (1.45) sunt functii reale, iar functia vectoriald ¢ + i)
este o solutie complexd a sistemului omogen (1.45), atunci functiile vectoriale de variabild reald @ $i v sunt
solutii ale acestui sistem.
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Intr-adevir, din (1.46) rezults

L(ip + ity) = L() + iL(3) = 0,

deoarece p+i1) este o solutie a sistemului. Cum L(¢p) si L(2)) sunt functii reale, deducem L(¢p) = 051 L(v) = 0,
adica functiile reale ¢ si ¥ sunt solutii ale sistemului (1.45). ]

S& consideraim un punct oarecare g € [a, ] si yﬁo),ygo), . ,yfﬁ) numere reale arbitrare.

Problema lui Cauchy' pentru sistemul (1.45) constd in determinarea acelei solutii y a sistemului care si
verifice conditia lui Cauchy (conditia initiald)

y(zo) =y, (1.47)
unde y(©) = ( EO), ygo), . ,y%o)).
Teorema de existenta si unicitate [35] a solutiei problemei lui Cauchy pentru sistemul (1.45) pune in evident

un element y = (y1, 42, ..., yn) € Ker L care satisface conditia (1.47).

Teorema 1.3.2. Multimea KerL este un spatiu vectorial real de dimensiune n.

Demonstratie. S& considerim multimea de solutii ale sistemului (1.45)

{yD,y@ .y} (1.48)
care verifica urmatoarele conditii ale lui Cauchy

yD(zo) = (1,0,0,...,0),

@) (zo) = (0,1,0, ...,0),
vy (z0) = ( ) (1.49)

y™(zo) = (0,0,0,...,1)

gl sa aratam ca elementele acestei multimi, ca elemente ale spatiului Ker L, sunt liniar independente. Vom
demonstra prin reducere la absurd.

Presupunem deci ca solutiile sunt liniar dependente. Atunci exista constantele Cy, Cs, ..., C),, nu toate
nule, astfel incat

CryD(z) + Coy@(z) + -+ + Cry™ () =0, (V) z € [a,b]. (1.50)
In particular, (1.50) are loc pentru z si atunci, din (1.49) si (1.50), avem

(C1,Cs, ..., Cw) = (0,0, ..., 0)

din care deducem ca toate constantele C1, Cs, ..., C,, sunt egale cu zero, ceea ce contrazice ipoteza.
Prin urmare, solutiile (1.48) sunt liniar independente.
S& ardtam ca solutiile (1.48) constituie o bazad in Ker L.
Pentru aceasta, trebuie demonstrat ca orice y € KerL se scrie ca o combinatie liniara de elementele din

(1.48), deci ca existd constantele reale Cy, Cs, ..., C, astfel incat
sau
¥(2) = CryD () + Coy®(@) + -+ + Coy™®, (V) 2 € [a, b, (1.52)

LCauchy, Augustin Louis (1789 — 1857), ilustru matematician si inginer francez. A demarat un proiect important de reformulare
si demonstrare riguroasa a teoremelor de algebra, a fost unul dintre pionierii analizei matematice si a adus o serie de contributii
si In domeniul fizicii. Datoritd perspicacitatii si rigurozitatii metodelor sale, Cauchy a avut o influentd extraordinard asupra
contemporanilor si predecesorilor sai. Catolic si roialist fervent, a manifestat o prezenta sociald activa.
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Scriind ca (1.52) are loc si pentru ¢ si folosind (1.49), gasim
(y1($0)7y2(x0)7 v 7yn(x0)) = (017 023 M) C?L)a
din care deducem ca C; din (1.51) sunt unic determinate si

Cl :yl(l‘o), CQ Zyg(l‘o), 000 Cn :yn($0)~

Prin urmare, solutia considerata se scrie in mod unic in forma
y = y1(@0)y ™ + ya(z0)y® + - + yn(zo)y™.
Am dovedit astfel c& orice y € KerL se exprimi unic ca o combinatie liniard a vectorilor (1.48), liniar

independenti in Ker L, ceea ce aratd cd multimea (1.48) este o baza in Ker L.
Prin urmare, Ker LL este spatiu vectorial real n dimensional. q.e.d.

Definitia 1.3.3. Vom spune cd n solutii y"),y 3 ... y") ale sistemului (1.45) formeazd un sistem funda-
mental de solutii pe intervalul [a,b] dacd ele sunt liniar independente @n spatiul liniar n—dimensional KerL.

Cum dimensiunea lui Ker L este n rezultd ca orice baza din Ker LL este un sistem fundamental de solutii a
sistemului (1.45).

1.3.2 Matrice fundamentala a unui sistem omogen

Definitia 1.3.4. Matricea patratica T'(z), de ordinul n, ale carei coloane sunt coordonatele wvectorilor
y O (z),yP(z),...,y™ (x) care formeazd un sistem fundamental de solutii al sistemului liniar si omogen de
ecuatis diferentiale de ordinul intdi, cu coeficienti variabili (1.45), se numeste matrice fundamentala o sis-
temului.

Teorema 1.3.3. Fie I'(x) o matrice fundamentald a sistemului (1.45), TV (x) matricea formatd din derivatele
elementelor matricei T'(x) i O matricea nuld patraticd de ordinul n. Atunci

IM(z) + A(@@)I(z)=0, (¥)z€]la,b]. (1.53)

Demonstratie. Identitatea (1.53) este evidentd deoarece reprezintd scrierea matriceala a identitatilor
Ly®) =0, i=12,...,n

care exprimé faptul ci functiile vectoriale y(), y®) . . y(™ sunt solutii ale sistemului (1.45). q.e.d.

Observatia 1.3.2. Matricea fundamentald a unui sistem omogen nu este unicd.
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Tntr-adevér, orice matrice f(m) =T'(z) - C, unde C este o matrice patratica constantd de ordinul n nesingulara,
este, de asemenea, o matrice fundamentald a sistemului (1.45).

Reciproc, orice matrice fundamentals I'(x) a sistemului (1.45) se poate reprezenta sub forma
I(z) =T(x)-C, x € [a,b], (1.54)

unde C este o matrice constanta de tip n X n nesingulara.
Ultima afirmatie rezulta din corolarul urmator. ]

Corolarul 1.3.1. Dacd I'(x) este o matrice fundamentald a sistemului de ecuatii diferentiale (1.45), atunci
orice solutie a acestuia se reprezinta sub forma

y(z) =e(T(x)C), x € [a,b], (1.55)

unde C' este matricea coloana a coordonatelor unui vector constant din R™.

Demonstratie. Formula (1.55) rezulta din faptul ca pe coloanele matricei I'(z) sunt coordonatele vectorilor unei
baze din spatiul solutiilor sistemului (1.45). Astfel, (1.55) este exprimarea unui vector a unui spatiu liniar n
dimensional intr—o baza. q.e.d.

1.3.3 Determinantul lui Wronski

Ca si la studiul ecuatiilor diferentiale liniare, omogene de ordinul n, cu coeficienti constanti, se poate introduce
determinantul lui Wronski® sau wronskianul asociat unui sistem fundamental de solutii

i@ w@ @)
1 2 n
v @) @) )
Wiy®, y@, . ym] = . (1.56)
u @) @) (@)
Pentru valorile functiei introdusa in (1.56) se pot utiliza notatiile W (z) sau W[y, y® ... y(](z).

Observatia 1.3.3. Wronskianul W[y(l), y@ ... 7y(")] asociat sistemului fundamental de solutii

y (), y?(2),...,y™(z)

este determinantul matricei fundamentale T'(z).

Teorema 1.3.4. Conditia necesara §i suficientda ca solutiile

W @

y Wy Ly™,

ale sistemului (1.45), sa formeze un sistem fundamental de solutii a acestuia este ca determinantul lui Wronski
corespunzdtor sd nu fie identic nul pe intervalul [a, b].

2Hooné — Wronski, Josef Maria (1776 — 1853), filozof Messianist polonez, dar si matematician, fizician, inventator, avocat si
economist. S—a nascut Hooné, dar gi—a schimbat numele in 1815.
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Demonstratie. Sa aratam mai intai suficienta, adica din
yW,y®@, o y™WeKeL s WyW,y®@, . y™] #0

sa rezulte ca functiile
y®O  y@ g™ (1.57)

)

formeaza un sistem fundamental de solutii pentru sistemul (1.45).

Demonstratia se face prin reducere la absurd.

Presupunem ci functiile y( .y, ...,y ca elemente ale lui Ker L, sunt liniar dependente. Existd atunci
n constante, nu toate nule, astfel incat pentru orice z € [a, b] si avem

Scriind (1.58) pe componente i ludnd = = xo, deducem
C1y§1)($0) + Czy?)(xo) +-- 4 Cny§”)(aro) =0,

Cri” (o) + Cavs?) (o) + -+ + Cs§™ (o) =0, (1.59)
1.59

)

C19s” (o) + CayD (20) + - + Cuy” (z0) = 0.

Am obtinut astfel un sistem liniar §i omogen de n ecuatii cu n necunoscute al cirui determinant este

Wy (z),y?(2),...,y™ (x)] , care prin ipoteza este diferit de zero, deci sistemul (1.59) are numai solu-
T=T0
tia banala C7 = 0,C5 =0,...,C,, = 0, ceea ce contrazice presupunerea.

Deci, solutiile (1.57) sunt liniar independente.

In baza Definitiei 1.3.3, functiile (1.57) formeaza un sistem fundamental de solutii al sistemului (1.45) pe
intervalul [a, b].

S# demonstram necesitatea. Daci solutiile y(V, y®) ... y(™ sunt liniar independente atunci, macar intr—un
punct g € [a,b], determinantul lui Wronski asociat acestor solutii este diferit de zero.

Deoarece y(1) |y . y(™ formeazs o bazi in Ker L, orice y € KerL se scrie in mod unic in forma

y = Ciy®D + Coy® 4+ -+ 4+ Cy™. (1.60)

Considerand un xg € [a,b], notand y(zo) = y© si scriind (1.60) pe coordonate in o, obtinem

Clygl)(xo) + ng?)(ac()) T eooTF C’nyYL)(xo) = y§0)7

Clyél)(l‘o) + Ozyéz)(a;o) N Cnyén)(a:o) _ ygm’ ( |
1.61

)

Ciy (20) + Coy) (o) + - - + CayS (m0) = y.

Deoarece sistemul (1.61) are solutia unica Cy,Co, ..., Cy, rezultd cd determinantul sistemului,

Wiy (2),y?(@),....yM @) _

=T

este nenul. q.e.d.
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Teorema 1.3.5. (Liouville®) Dacd functia
W(z) = WyD(2),y®(2),...,y™ ()]

este wronskianul unui sistem de n solutii ale sistemului (1.45), atunci are loc egalitatea

W(x)=W(xg)e Jep tra®) . (V) z, o € [a,b], (1.62)

n
unde trA(t) = Z a;i(t) este urma matricei A a sistemului.
i=1

Demonstratie. Fira a restrange generalitatea, presupunem ci sistemul {y™®) (z),y®) (z),...,y™ (z)} este liniar
independent (in caz contrar W (z) = 0 si (1.62) este banal satisfacuta).
Fie I'(z) matricea fundamentald cu coloanele y™M(z), y®(z), ---, y™(x).

Din teorema cresterilor finite, avem I'(z +¢) = I'(z) + eI (x) +o(e), z € [a,b], iar din ecuatia (1.53) rezultd

INax+e)=T(z) —cAl@)'(z) + o(e), € [a,b]. (1.63)

Daca in egalitatea (1.63) ludm determinantul ambelor membri, obtinem:
W(z + ) =det (I, — € A(z) + o(e)T 1 (z))W (z) =W () (1 —etr A(z) + 0(5—:)),
unde € este arbitrar si suficient de mic. Trecand la limita pentru ¢ — 0, rezulta
W'(z) = —tr A(z) W(z), z € [a,b],

iar prin integrare se obtine formula (1.62). q.e.d.

1.3.4 Solutia generala a sistemului omogen de ecuatii diferentiale liniare

Sa presupunem ca avem un sistem fundamental de solutii

yO(z), y@@), ..., y™(2)

al sistemului (1.45). Orice alt& solutie a sistemului se scrie in mod unic in forma (1.60), unde Cy,Co,...,C,
sunt constante arbitrare.

Putem afirma ca (1.60) constituie solutia generald a sistemului (1.45), deoarece verificd sistemul, are in
componenta sa n constante arbitrare gi oricarei probleme de tip Cauchy a sistemului i se pot preciza in mod unic
sistemul de constante Oy, Cs, ..., C, astfel incat solutia determinata si satisfaca conditia initiald y(z¢) = y(®,
cu y(© vector arbitrar din R”.

Cum vectorul din membrul drept al relatiei (1.60) se poate scrie in forma e(I'(x)C'), unde C' este matrice cu
o singura coloana si cu n linii, rezulta ca solutia generald a sistemului (1.45) poate fi scris i in forma (1.55).

Observatia 1.3.4. Sistemul fundamental de solutii pentru (1.45) nu este unic.

intr—adevér, se gtie ca Intr—un spatiu liniar n dimensional existd o infinitate de baze. Daca multimea de
functii {y™(z),y® (z),...,y™ (z)} este o bazi in KerL si (C}); j—17 este o matrice patratica nesingulara,

3Liouville, Joseph (1809 - 1882), matematician francez.
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atunci sistemul de vectori

yO =Y ciy",  ieln, (1.64)
Jj=1

formeaza de asemeni o baza in Ker L si deci avem un alt sistem fundamental de solutii.
Matricea constanta C' din (1.64) este matricea de trecere de la baza {y () (z),y® (z),...,y (z)} la sistemul

de vectori

Y (@), 72 (@),...., ¥ (2)}. (1.65)
Daca aceasta matrice de trecere este gi nesingulara, sistemul de vectori (1.65) este, de asemenea, sistem funda-
mental de solutii pentru sistemul (1.45). [ |

1.4 Sisteme neomogene de ecuatii diferentiale liniare de ordinul intai

Sa consideram sistemul liniar gi neomgen de ecuatii diferentiale de ordinul intai
L(y) =y +e(A@)Y) = £(a), (1.66)

In care matricea A(x) = (a;5(z)) € Muxn(R) a coeficientilor sistemului are elemente functii continue pe
intervalul [a,b], £ = (f1, f2,..., fn) € C([a,b]), y = (y1,%2, .-, yn) € C*([a,b]), iar Y = (y;)1xn este matricea
coloani cu n linii a necunoscutelor y; € C'([a, b]) ale sistemului.

Ne propunem si determinim solutiile sistemului (1.66) prin metoda variatiei constantelor a lui Lagrange®.
Vom cerceta daci solutia generald a sistemului (1.66) se poate obtine din solutia generald (1.60) a sistemului

omogen asociat sistemului (1.66), inlocuind constantele C,Co, ..., C, prin functiile convenabil alese
Cy(x),Co(x),...,Ch(x). (1.67)
Daci multimea {y)(z),y® (z),...,y" (2)} este un sistem fundamental de solutii a sistemului omogen

asociat L(y) = 0, atunci vom determina functiile (1.67) continue si cu derivate continue pe [a, b], astfel incit
y(z) = Ci(x)y ™M (z) + Co(x)y® (z) + - - + Cu(2)y™ (2) (1.68)

s fie solutie a sistemului neomogen (1.66). Impunénd aceasta si tindnd cont ca y(@, i =1, n, sunt solutii ale
sistemului omogen asociat, gasim sistemul

S Cla)yD (@) = £(x), @€ [a,b)], (1.69)
i=1

care are forma matriceala
I'(z)-C'(z) = F(x), x € [a,b]. (1.70)

Dar (1.69) este un sistem de n ecuatii cu n necunoscute C/(z), i = 1,n.
Solutia acestui sistem se deduce din (1.70) prin inmultirea la stanga cu inversa matricei I'(z). Se obtine

C'(z) =T\ (z) - F(x). (1.71)

4Lagrange, Joseph — Louis (17361813), matematician, mecanician si astronom, niscut in Torino, provincia Piemont din Italia.
A trait o parte a vietii in Prusia si o alta in Franta. A adus contributii semnificative in toate domeniile analizei matematice, teoriei
numerelor, mecanicii clasice gi mecanicii ceresti. La recomandarea lui Euler si d’Alembert, in 1766 Lagrange i—a succedat lui Euler
la conducerea sectiei de matematici a Academiei de Stiinte a Prusiei din Berlin, post in care a activat timp de 20 de ani efectuand
un mare volum de munca si cagtigAnd cateva premii ale Academiei de Stiinte a Frantei. Tratatul lui Lagrange asupra mecanicii
analitice (Mecanicd Analitica, a 4—a Editie, 2 Volume, Editura Gauthier—Villars, Paris, 1888-1889), scris in Berlin si publicat
prima datad in 1788, oferd cel mai cuprinzator studiu al mecanicii clasice de la Newton, constituind totodatd fundamentul pentru
dezvoltarea fizicii matematice din secolul 19. In 1787, la varsta de 51 de ani, se mut# de la Berlin in Franta, devine membru al
Academiei de Stiinte a Frantei si raméane in Franta pana la sfarsitul vietii. Prin urmare, Lagrange este considerat deopotriva om de
stiinta francez si italian. Lagrange a supravietuit Revolutiei din Franta si a devenit primul profesor de analizd matematica a Scolii
Politehnice din Paris inca de la deschiderea sa din 1794. Napoleon i—a acordat lui Lagrange Legiunea de Onoare gi l-a inobilat in
1808 cu titlul de Conte al Imperiului. Este inmorméantat in Panteon si numele sau apare printre cele 72 de personalitati ale caror
nume sunt inscriptionate pe Turnul Eiffel.
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Integrand ecuatiile diferentiale ordinare (1.71) se gaseste

C(z)=K + /JK I=1(s) - F(s)ds, (1.72)

o

undp K € Mi«, are elemente constante arbitrare.
Inlocuind (1.72) in (1.68), obtinem solutia generald a sistemului neomogen (1.66)

T

y(z) = e(F(a:)K+/ I(z) -r*l(s)F(s)dS), (1.73)

Zo

unde I’ este matricea coordonatelor vectorului f in baza canonica din R”.
S& mai observam ca (1.73) se scrie si in forma

x

y = e(F(x)K) n e(/ I(z) - r—l(s)F(s)ds) = yo(@) + yp(a), (1.74)
o
din care deducem ca solutia generald a sistemului neomogen (1.66) este suma dintre solutia generald y,(z) a
sistemului omogen asociat L(y) = 0 si o solutie particulara yp(z) a sistemului neomogen.
O solutie particulard a sistemului neomogen (1.66) se obtine prin metoda variatiei constantelor luind pentru
K din (1.72) matricea coloans identic nula.

1.5 Sisteme de ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti

Sa studiem sistemele de ecuatii diferentiale liniare de ordinul intai, neomogene si omogene, in care coeficientii
din (1.42) sunt constante reale notate cu —a;;.

Astfel de sisteme diferentiale le vom numi in continuare sisteme diferentiale liniare.

Forma generala a unui sistem diferential liniar, neomogen este

Yy = a1y1 + a2y + -+ arnyn + fi(2),
Yy = @21y + a22y2 + - - + a2 Yn + fo(x),

(1.75)
/I
Yn = an1Y1 + an2Y2 + -+ AnnlYn + fn(bL)a
in care fi, fa,..., fn sunt functii date, continue pe un compact [a, b].
Daca in (1.75) toate functiile f; sunt identic nule, atunci sistemul diferential liniar corespunzator

Y1 = aiyr + a2 + -+ ain¥n,

Yo = a21y1 + a22y2 + - + G2nYn,
(1.76)

y;z = Up1Y1 + aQn2Y2 + - + AppYn,

este un sistemm omogen de ecuatii diferentiale de ordinul intai cu coeficienti constanti, sau sistem diferential
liniar si omogen cu coeficienti constanti. Deoarece coeficientii acestui sistem coincid cu cei ai sistemului (1.75),
sistemul diferential se numeste asociatul sistemului (1.75).

Forma matricealda a unui astfel de sistem omogen este

Y = AY, (1.77)

unde Y este matricea cu o singura coloand cu elementele coordonatele vectorului y = (y1,y2,- .., Yyn), iar A este
matricea patratica de ordinul n a carei elemente sunt coeficientii sistemului.

Toate rezultatele stabilite mai sus pentru sisteme de ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti variabili, omo-
gene si neomogene, sunt adevarate si pentru sistemele (1.75) si (1.76).

Vom determina solutia generald a sistemului omogen (1.76) folosind teoria valorilor gi vectorilor proprii.
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Pentru aceasta, cautdm solutii particulare ale sistemului (1.77) de forma
Y =T¢"7, (1.78)

unde I' este matricea coordonatelor vectorului nenul ~, deci v = el', iar r este un numar real sau complex.
Vom determina « si 7 din conditia ca y = e’ " sa fie solutie a sistemului (1.76), a cdrui forma vectoriala
este
y =e(AY). (1.79)

Impunand conditia ca Y din (1.78) sa verifice (1.77), gasim ca T este solutia unui sistem liniar omogen a
carui forma matriceala este

(A—rE)T =0, (1.80)

unde F este matricea unitate de ordinul n, iar O este matricea nula.
Pentru ca sistemul algebric (1.80) si aiba solutii nebanale, determinantul acestuia trebuie s fie nul. Astfel,
obtinem ecuatia algebrica de gradul n In necunoscuta r

a1 —7r a2 cee A1n
a1 a9 — T ... (05793
det (A —rE) = =0, (1.81)
An1 an2 e App — T

numita ecuatie caracteristicd a sistemului diferential (1.76).

Ecuatiile (1.81) si (1.80) arata ca I' din (1.78) este matricea coloand a vectorului propriu « a matricei A,
corespunzator valorii proprii .

Dacé ecuatia caracteristica (1.81) are toate cele n radacini reale si distincte, r1, ro, ..., ry, lor le corespund
n vectori proprii 7,, respectiv n solutii particulare ale sistemului neomogen (1.79)

yi(@) = 71", ya(x) = 72e™", s yn(2) = v,e™T (1.82)

Wronskianul solutiilor (1.82) este produsul dintre e(@11+e22++6un)? & determinantul Vandermonde® con-
struit cu numerele r1, 7o, ..., 7,. Deoarece radacinile caracteristice sunt distincte, rezulta ca wronskianul
solutiilor mentionate in (1.82) este diferit de zero, fapt ce atrage concluzia ca functiile (1.82) constituie un
sistem fundamental de solutii pentru sistemul de ecuatii diferentiale (1.76).

In acest caz, solutia generald a sistemului (1.76) este combinatia liniara

y = Crv1€"" + Coyae™” 4+ + Cpy,e™, (1.83)
in care C1,Cy,...,C, sunt constante arbitrare. Forma acestei solutii generale este
Y =CiTe™® + Col'ge™® + -+ Cp T pe™”. (1.84)

Teorema 1.5.1. Daca ecuatia caracteristica are, de pilda, radacina v multipla de ordinul k, atunci partea din
solutia generala corespunzatoare ei are forma

Pl(x)
PQ(.’E)
en®, (1.85)

2N (E)

5Vandermonde, Alexandre — Théophile (1735 - 1796), matematician, chimist i muzician francez ce a lucrat cu Bezout si Lavoisier;
numele lui este in principal asociat cu teoria determinantilor din matematica.
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unde Py(x), Py(x), ..., P,(x) sunt polinoame de grad cel mult k — 1, avdnd coeficientii functii liniare de k
constante arbitrare Cy, Ca, ..., Ck. Polinoamele Py(x), Py(x), ..., P,(x) nu pot fi identic nule decat daca toate
constantele Cy, Cy, ..., Cy sunt nule. A se vedea Exemplul 1.5.2.

Cazul radacinilor complexe poate fi tratat in mod analog. Vor rezulta solutii complex conjugate in perechi.
Din fiecare astfel de pereche se construiesc alte doua solutii reale luand semisuma acestora si semidiferenta
impartita prin unitatea imaginara.

Pentru determinarea solutiilor particulare ale sistemelor neomogene se poate folosi metoda variatiei con-
stantelor a lui Lagrange. In cazul in care fi(z) = e°® (Q} () cos Bz + Q?(x) sin Bx), solutii particulare se pot
obtine prin metoda coeficientilor nedeterminati, fara cuadraturi. Mai precis, se cauta solutii particulare de
forma termenului liber, adica de forma

yi(x) = 2°e“® (R} (z) cos Bz + RZ(x)sin fz), i=1,n,

unde R} si R? sunt polinoame de aceleasi grade cu respectiv polinoamele Q! si Q7, iar s este multiplicitatea lui
r = a + 10 ca radacina a ecuatiei caracteristice.
Vom ilustra aceste afirmatii prin exemple.

Solutie. Sistemul de ecuatii diferentiale dat este de ordinul intai, omogen, cu coeficienti constanti si se
poate scrie in forma matriceala

2 -2 3 /

n Y1

Y/ = AK unde A = ]. ]. ]. 5 Y = Y2 s Yl = y/2
/

1 3 -1 Y3 Ys

Pentru a determina solutia generala a sistemului, aplicam metoda valorilor si vectorilor proprii.
Valorile proprii ale matricei A sunt radacinile ecuatiei caracteristice

2—r =2 3

det (A—rE) = 1 1-r 1 =0,
1 3 —1—-r
adica a ecuatiei 7 — 2r2 — 5r 4+ 6 = 0. Radécinile acestei ecuatii sunt 7y =1, 7o = 3, r3 = —2.

Deoarece valorile proprii sunt reale si distincte, vectorii proprii corespunzatori sunt liniar independent;i.
Vectorul propriu corespunzator valorii proprii 7 este o solutie nebanala a sistemului liniar si omogen

(2—7)m —27 +3v3 =0,
Y +(1—71)7e +v3 =0, (1.86)

ol +372 +(=1=7)y3=0.
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Cele trei sisteme corespunzatoare radacinilor caracteristice, obtinute din (1.86) luand succesiv pentru r
valorile ry = 1, 79 = 3, r3 = —2, sunt:

Y1 — 272 + 373 =0, —y1 — 272 + 373 =0, 4y — 299 + 373 =0,
M +73=0, ; 7 —22+v3=0, ; Y1 +32+73 =0,
M +372—293=0 Y1+ 3y —4y3 =0 7+ 372 +793=0.

Corespunzator vectorilor proprii
7(1) = (_17131)7 7(2) = (17171)3 ’7(3) = (11717_14)

avem urmatoarele solutii liniar independente ale sistemului

-1 1 11
Y(l)(m) = 1 er; Y@ ()= 1 [e3 y® (z) = 1 e 2
1 1 —14

si prin urmare solutia generala a sistemului diferential este
V(z) = CY P (z) + CoY B (2) + C3Y (),

unde (', Cy, C3 sunt constante arbitrare.
Egaland elementele corespunzatoare gasim solutia generald pe componente (coordonate)

y1(z) = —Cre® + Coe® + 11C5e27,
yo(x) = C1e” + C2e3" + Cye ™27, (1.87)

ys(:v) =(Cre* + 026396 — 14036_21.

Integrarea sistemului se poate efectua i prin metoda eliminarii . |

Solutie. Matricea sistemului are ecuatia caracteristica 72 — 4r + 4 = 0 cu radacina dubla r = 2. Conform
Teoremei 1.5.1, solutia generala a sistemului se cauta sub forma

Yy = (All' + 01)62””,
Yo = (Agx + 02)62$.

Se gaseste
y1 = ((01 +Co)x + 01)62957

2= (= (C1+Co)z+ Cy)e™,

r+1 x
sau, matriceal, Y = C;Y M (2) + C.Y @ (z), unde YV (z) = ( ) e?r Y = < > e, ]
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Solutie. Sistemul se poate scrie matriceal in forma Y’ = AY, unde matricea sa A = 2 -1 =2

-1 1 2
are valoarea proprie tripla r = 1. Conform Teoremei 1.5.1, solutia generala trebuie cautata sub forma

A1x2 + Bix + Cy
Y = AQQL‘Z + Box + Cy e”.

143I2 + Bsx + C3

In cele din urma se gaseste ca Y se scrie ca o combinatie liniara de constantele Cy, Cy, Cs

z+1 —x —x
Y =0 2x e’ + Cy 1— 2z e’ + Csy —2x e,

—x T r+1

Solutie. Se aplica metoda valorilor si vectorilor proprii.
Valorile proprii sunt numerele complex conjugate r; =3 414, ro =3 — 2.
Dupa determinarea vectorilor proprii corespunzatori se gasesc solutiile complex conjugate

V) (g) = ( i >e<3+i>w, VO (g) = ( _12 >e<3—i>z,

Pornind de la acestea, determinam alte doua solutii liniar independente,

y (1) Vv (2) —sinz v () — V(2 coS T
2 cosx 2 sinx

Agadar, solutia generala a sistemului, scrisa matriceal, este
Y(x)=CY WV (z) + CrY (),

unde C si Cy sunt constante reale arbitrare. [ |
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Solutie. Valorile proprii ale matricei sistemului sunt r; = ro = 1.

Sistemul de ecuatii care da coordonatele vectorilor proprii se reduce la o singura ecuatie y; — v = 0. Toti
vectorii proprii sunt de forma 4 = A(1, 1), unde A # 0. Deci, nu exista doi vectori proprii liniar independenti.

Se cauta atunci solutia generala a sistemului in forma

yi1(xz) = (C1 + Cax)e®, yo(x) = (D1 + Dax)e®.

Gasim  yi(x) = (C1 + Caz)e®, ya(x) = (C1 + Co 4+ Cox)e®, unde C si Co sunt constante reale arbitrare. m

Solutie. Avem de integrat un sistem de ecuatii diferentiale cu coeficienti constanti neomogen, termenii
liberi fiind polinoame de gradul intai.
Determinam intai solutia generala a sistemului omogen asociat

Y1 = —3y1 — 4y2,
Yy = Y1 + Y-

3\ () = (=201 + Cy — 2C,w)e 2,
Pentru aceasta, procedam ca in exemplul precedent si gasim
v (x) = (C1 + Caz)e™.
Determinam o solutie particulara a sistemului neomogen de forma membrului drept. Deoarece r = 0 nu este
radacina caracteristica a sistemului omogen asociat, se cauta o solutie particulara de forma

Y (z) = Aiz + By, yh(z) = Asx + Bo.
Se gaseste Ay = —6, Ay =5, By = 14, By = —9.

Deoarece solutia generala a sistemului dat este suma dintre solutia generala a sistemului omogen asociat si
solutia particulara determinata, avem

() = yﬁo) () + vl (x) = (=201 4+ Cy — 2Cox)e™* — 6 + 14,
yo(x) = yéo) (x) + v5(x) = (C1 + Com)e™* + 5w — 9.

Impunand solutiei generale satisfacerea conditiilor initiale, gasim ca valorile constantelor C; si Co sunt 1 si
respectiv 3. Prin urmare, solutia problemei lui Cauchy este

y1(x) = (1 —6x)e ™ — 6z + 14,
ya(z) = Bz + 1)e ® + 5z — 9.



Capitolul 2

Ecuatii cu derivate partiale de ordinul
intai

2.1 Ecuatii liniare cu derivate partiale de ordinul intai

2.1.1 Definitii. Suprafete integrale

Definitia 2.1.1. O relatie de forma

ou Ou ou ) _0, (2.1)

F(ml Ty ey Ly Uy =y = e ey ——
b b b n»y 78:1717 ax2) 78:17"

unde F este o functie reald continud de 2n + 1 variabile reale definitd pe un domeniu A C R*" 1 se numeste
ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai, dacd se cere sa se determine functia

u = o(1,%2, .., %n) (2.2)

cu deriwate partiale de ordinul intai continue intr—un domeniu D C R"™, astfel incat sa avem

F(x;cp(x)%(x),%(x),...,%(x)) =0 (2.3)

pentru orice X = (x1,Ta,...,T,) € D.
In cele ce urmeazi, F (D) reprezinta spatiul liniar al functiilor reale definite pe domeniul D C R™.

Definitia 2.1.2. Functia ¢ € F(D) din (2.2) care satisface conditia (2.3) se numeste solutie sau suprafata
integrala a ecuatiei (2.1).

Definitia 2.1.3. FEcuatia cu derivate partiale de ordinul intai de forma

ou ou ou

se numeste ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai, liniara st omogena .

Forma (2.4) aratd c& ecuatia depinde liniar de derivatele partiale ale functiei necunoscute u, iar coeficientii
X} sunt functii doar de variabila vectoriala x, adica de variabilele independente z1,xs, ..., 2,. In plus, vom

25
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presupune ci functiile X sunt de clasia C*(D) si nu se anuleazi simultan in D, ceea ce inseamni ci are loc
inegalitatea
Xi(x)+ X3(x)+ -+ X2(x) >0, (V)x€eD. (2.5)

2.1.2 Sistem caracteristic. Curbe caracteristice

Consideram ecuatia liniara (2.4) in care functiile X € C'(D) satisfac in D conditia (2.5).

Definitia 2.1.4. Sistemul simetric definit in D

dry  dra _ dx,
Xi(x)  Xa(x) Xn(x)

(2.6)

se numeste sistemul caracteristic asociat ecuatiei cu derivate partiale (2.4).

Definitia 2.1.5. Curbele integrale ale sistemului (2.6) se numesc curbe caracteristice ale ecuatiei cu derivate
partiale liniard si omogend (2.4).

In ipoteza ca x, este variabila independenta, din paragraful 1.2 rezulta ca solutia generald a sistemului
carcteristic (2.6) este
:L'i:¢i(wn3017027"'70n—1)7 iil,nf]., (27)

sau, rezolvand in raport cu constantele arbitrare C1,Cy, ..., C,_1,

¢1($17$21~~~7xn) = Clv

1/)2(331,332, e ,.7:,1,) = (s,

Yp_1(x1,22,...,2) = Cp_1,

unde 1,9, ..., 1,1 sunt functii continue cu derivate partiale continue in D.

Oricare din relatiile (2.8) se numeste integrald primd a sistemului caracteristic (2.6), iar ansamblul (2.8)
reprezintd o familie de curbe integrale, sau o familie de curbe caracteristice ale ecuatiei (2.4).

Vom vedea c& integrarea ecuatiei (2.4) este strans legata de integrarea sistemului caracteristic asociat (2.6).
Aceasta legatura este data de teorema urmatoare.

Teorema 2.1.1. Daca relatia
,(/)(xlaxQM-wxn) =C (29)

este o integrald primd a sistemului caracteristic (2.6), atunci functia reald de n variabile reale definita pe D

u=1(x1,Tay...,Tp) (2.10)

este o solutie a ecuatiei cu derivate partiale (2.4).

Demonstratie. Folosind Teorema 1.2.1, rezultd c& dacd (2.9) este o integrala primé a sistemului caracteristic
(2.6), atunci de—a lungul unei curbe caracteristice avem

Xl(x)-%+X2(x)~%+--~+Xn(x)

oy
61'1 61'2 =0

. oxy,

(2.11)
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Egalitatea (2.11) fiind adeviratd pentru orice constanta C, este adevarata pentru orice curba integrald situata
in D, de unde rezultd ci este adevirata pentru orice x = (z1, T2, ..., zy,) € D; prin urmare (2.10) este o solutie
a ecuatiei (2.4) in D. q.e.d.

2.1.3 Solutia generala

Teorema 2.1.2. Dacd 11,%s, ..., U,—1 sunt integrale prime ale sistemului caracteristic (2.6), independente
functional pe mulfimea D' C D, si
D(v1,v9, ..., Up—1)

este o functie oarecare cu derivate partiale continue intr-un domeniu A C R"~L atunci functia x — u(x),
unde

u(x) = (¢1(x), Y2(x), .. ., Pn-1(x)), (2.12)

este o solutie a ecuatiei cu derivate partiale (2.4) in D’.

Demonstratie. In prima etapi ardtdm ci functia u = D (1,19, ..., y_1) verificd ecuatia (2.4). Pentru aceasta
trebuie sa calculam derivatele partiale de ordinul intai ale acestei functii. Aplicand regula de derivare a functiilor
compuse, avem

Ou 0P Oy 0P O 0P OYp_

0z, Bv, 0 Bvs 0m T Bv.i 0m
0 od 0 od 0 o0d Oy, —
G _ G0 @, OB Gy L On

Ory  Ovi Oxs  Ovs Oms R (2.13)
0 o 0 od 0 0d Y,
Om _ G® Gy O Cn 1
ox, Ovy Oz, Ova Oz, Ov,—1 Oz,
Daca in relatia de ordin j din (2.13) inmultim cu X, unde j € {1,2, ..., (n—1)}, si adundm pe coloane, obtinem
du = 9D & O
Xi(z1, T2, - .. Tn - —( X.-—J> ,
Z (@1, 2 Tn) dx; Z v Z M Oay, (2.14)
Jj=1 k=1
insé, in (2.14) fiecare paranteza din partea dreaptd este nuld deoarece, conform Teoremei 2.1.1, functiile
Yi(z1,29,...,2,), 7 = 1,n— 1, sunt solutii ale ecuatiei cu derivate partiale (2.4). Rezultd ci functia v din
(2.12) este solutie a ecuatiei (2.1 1).
Reciproc, orice solutie u(z1, 72, ...,7,) a ecuatiei (2.4) este de forma (2.12).
Intr-adevar, u(xy, xa,. .., x,) fiind solutie a ecuatiei (2.4), avem
ou ou ou
X, X T X, (x)2E — . 2.15
() g+ Xa() 5+ X ) (2.15)

Pe langa aceasta, avem si relatiile

Y, Y, 0Y; L —
X5 L4+ X, 1 o X (x) L = =1n-1 2.16
()52 + Xa() 5+ + X5 =0, j=Tn=T, (216)
care exprima ca integralele prime 1,9, ..., 1,1 sunt solutii ale ecuatiei cu derivate partiale de ordinul intai
(2.4).
Pentru orice punct fixat (29,29, ..., n) € D, ecuatiile (2.15) si (2.16) formeaza un sistem de n ecuatii liniare

si omogene in necunoscutele X, Xs, ..., X,. Datoritd conditiei (2.5), acest sistem are si solutii nebanale.
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Conform teoremei lui Rouché!, determinantul sistemului

o 2
ory Oxo Oxy,
o on o
ory Oxo Oz,
D e
O S UL (27)
011 0z 0xy, (@1, 22, .., 2n)
3@%-1 87/)71—1 . awn—l
0x1 0xo ox,
trebuie s fie nul pentru orice (z9,29,...,2%) € D. Asadar, putem scrie
D(uv,(/)17,(/)27 ooo 7,(/)1'7,—1)
—0, (V) x= ....z,) €D.
D(x1,22,23,...,2y) » (M) x=(@1,22,...,) €
Deoarece 1,9, ...,1,_1 sunt integrale prime independente functional in D, existd domeniul D’ C D in
care matricea jacobiani J’l,/) (x), unde ¥ = (1,2, ...,1n_1), are rangul n — 1. Aceasta inseamna ca cel putin

un minor de ordinul n — 1 al matricei este nenul pe D’. Fie ci acest minor este determinantul functional

D(¢17¢27 oo 71%—1)

D(‘r17x27x37 L 7xn71)

#0, (V) x=(x1,22,...,2,) € D. (2.18)

Folosind rezultatele de la dependenta si independenta functionala a functiilor, rezulta ca functia u depinde
functional pe D C D’ de functiile ¥1, 9, ..., 1¥,_1. Prin urmare, putem scrie u = ® (1,9, ..., ¥,_1). q.e.d.

Definitia 2.1.6. Functia u din (2.12), unde ® este o functie arbitrard definitd pe un domeniu din spatiul R™~1,
se numeste solutia generald a ecuatiei cu derivate partiale liniare si omogenda (2.4).

Exercitiul 2.1.1. Sa se integreze urmatoarele ecuatii cu derivate partiale de ordinul intdi omogene

0z 0z 0z 0z
@ y)é‘x yay Yor x@y
0z 0z 0z 0z
3. z(22® —y¥)— S = =0, 4 2z - -—y—=0
2(22° — %) 5 +y(@ y)ay ; ﬁax Yoy
Solutie. Sistemele caracteristice corespunzatoare ale acestor ecuatii sunt:
de _dy o, ode_dy . de oy e _dy
c+2y o~y Ty -2’ T w2 —yt) oyt -28) T 2V —y

IRouché, Eugene (1832 — 1910), matematician francez. In 1896 a fost ales membru al Academiei de Stiinte din Franta.
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Aceste sisteme caracteristice sunt echivalente respectiv cu ecuatiile diferentiale ordinare

dy__ y o 2 dy__:v.
de = +2y Code oy
dy _ y(@@®—2y°) dy _
dr  z(223 —y3)" 7 dz 2z

Prima si a treia ecuatie diferentiala de ordinul intai este omogena si se integreaza utilizand substitutia g u,

x
unde noua functie necunoscuta este u, ce depinde de z, iar celelalte doua ecuatii sunt cu variabile separabile.
Solutiile acestor ecuatii diferentiale ordinare sunt:

23+ 8
1Lylz+y) =C; 2. 224+y%=C; 3.m2—y2:C’; 4. Jx+Iny =C.

Fiecare din relatiile de mai sus reprezinta o integrala prima pentru ecuatia cu derivate partiale de ordinul
intai omogena corespunzatoare.

Solutia generala a unei ecuatii cu derivate partiale de ordinul Intai omogena este o functie arbitrara de n — 1
integrale prime independente. Cum pentru toate aceste exercitii n este 2, la fiecare avem nevoie doar de cate o
integrald prima si le vom considera pe cele deduse mai sus. Prin urmare, solutiile ecuatiilor date sunt respectiv

L z=9@y+y); 2. 2=9E"+y%);

3 3
3. z=¢<u); 4. z=9(r +ny),

2212

unde ¥ este o functie oarecare de clasa C*(I) si I un interval real.
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Solutie. Sistemele caracteristice corespunzatoare ecuatiilor de mai sus sunt:
dx dy dz

az—by:bx—cz cy—ax;

2 de. dy  dz
“z—a y—-b z-—¢c
dx dy dz
3. == - ;
Tz —yz  x%—y?
4 dx _dy  dz
Cr—y+z oy oz
dx dy dz
TR
6 dr  dy  dz
S A
, de_dy _ds
CVE Vi VR
8 de  dy dz
" 2coshz  2sinhz  —zsinha'

Vom cauta combinatii integrabile ale rapoartelor egale.

1. Prin inmultirea celor trei rapoarte cu respectiv z,y si z si adunarea numaratorilor si a numitorilor, ob-
tinem un nou raport care are numitorul egal cu zero, iar numaratorul este diferentiala expresiei 22 + y2 + 22.
Rezulti ci si numaratorul trebuie si fie zero si prin urmare x? + y? + 22 = C; este prima integrala prima a
sistemului caracteristic corespunzator primei ecuatii.

inmul‘gind acum rapoartele cu ¢, a $i b si adunand iaragi numaratorii si numitorii intre ei, obtinem din nou
zero la numitor. Prin urmare cx + ay 4 bz = Cy este a doua integrala prima.

dx d —
= —y — r a = Cl,
r—a y—>ob y—>b
2
d d —-b
Ay de o wob g,
y—b z-—c z—c
L . o oo . . . L. L dx dy
3. Consideram primele doua rapoarte. Dupa simplificare prin z se obtine combinatia integrabila — = —
z -y

care conduce la integrala prima xy = Cj.
A doua integrala prima se obtine dupa ce adunam numaratorii si numitorii din primele doua rapoarte,

d d
raportul gasit egalandu—1 cu al treilea. Avem Ex + y; =— z 5, de unde, dupa simplificare cu z — y, se
z(x—y x?—y

obtine combinatia integrabila
(x +y)d(z +y) = zdz
care conduce la integrala prima (x + y)? — 22 = Cs.

d d
4. Integrand 9 _ obtinem integrala prima ¢ (z,y, z) = g
z z
Pentru a obtine a doua integrala prima pornim de la egalitatea
de  d(y—=z)

T—y+z y—z

dedusa folosind o proprietate a rapoartelor egale. Notand y — z = u, se ajunge la ecuatia liniara de ordinul
z 1

intai neomogena Tu —xz = —1 care are solutia £ = u(Cs — Inu). Revenind la variabilele z,y, z se obtine a

u U
doua integrala prima +1In(y —2) = Cs.

y—z
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5. Cele doua integrale prime independente functional se obtin considerand primele doua rapoarte si respectiv
ultimele doua. Se obtine:

1 1
xy = Cy; §+;=CQ~

6. O integrala priméa se gaseste prin considerarea primelor doua rapoarte. Dupa simplificare cu z si apoi
integrare, se obtine zy = Cj.

Pentru cea de a doua integrala prima vom folosi integrala prima gasita.

Din ultimele doua rapoarte se obtine ydy = —x dz care, dupa inmultire cu y si folosirea integralei prime

deja gasita, se obtine §y3 + C1z = Cs. Inlocuind C; = xy avem ca cea de a doua integrala prima este

1
gyg + zyz = Cs.

7. Cele doua combinatii integrabile le vom determina considerand primele doua rapoarte si apoi ultimele
doua. Integrand, obtinem:

f—\/@:(Jl; \/y_\/z:CQ.

dy
2 coshz  2sinhz
A doua integrala prima se obtine daca se considera ultimele doua rapoarte dupa care se simplifica prin sinh x.
Integrand in ambii membri, avem 22 e¥ = Cj.
Astfel, solutiile generale ale ecuatiilor cu derivate partiale din enunt, sunt:

8. O combinatie integrabila este din care rezulta integrala prima y — Incoshx = Cj.

1. u(z,y,2) = (2 +y? + 22, cx + ay + bz);

2. u(z,y,2) = B(—r y_b);

y—b z—c
3. u(z,y,2) = ®(zy, (x +y)? — 2?);

y X
4. U(.’I,‘,y7Z) = (I)(E7 y—z +1n(y - Z))’

1 1
5. = — 4+ -);
u(w,y,2) = Blay, + )

1
6. u(wy.2) = Bay, 31" +y2);

7. u(x,y,z) = (I)(\f - \/«7?’ \/y - ﬁ)’
8. wu(z,y,2) = ®(y — Incoshz, z%e¥),

unde ® este o functie arbitrara de integralele prime mentionate. ]

2.1.4 Problema lui Cauchy

In general, in problemele practice, nu intereseaza solutii arbitrare ale ecuatiei (2.4), ci acele solutii care sa
indeplineasca anumite conditii initiale.



32 Ion Craciun Gheorghe Barbu

Definitia 2.1.7. Problema determindrii in domeniul D C R™ a acelei solutii u(xy, s, ..., Ty,) a ecuatiei cu
derivate partiale liniare si omogene (2.4) care pentru x,, = 22 se reduce la o functie datd (a1, T2, ..., Tn_1) €

CY(D'), unde D' C R"™', adicd
w1, T2,y Tn_1,20) = Y(T1, 22y, Tn_1), (T1,T2,...,Tn_1) € D', (2.19)

se numegte problema lui Cauchy pentru ecuatia (2.4).

In anumite conditii impuse functiilor X}, si ¢ solutia problemei Cauchy exista si este unica.

In cele ce urmeazi ne vom ocupa de determinarea efectiva a solutiei problemei lui Cauchy.

Aceasta solutie va fi de forma (2.12) si problema se reduce la a determina functia ®, deci de a determina
legatura intre integralele prime 1)1, 1o, ..., ¥p_1.

Fie o vecindtate a punctului Mo(z1,22,...,2,_1,22), inclusi in D, in care determinantul functional (2.18)
este diferit de zero. O asemenea vecinatate exista in baza faptului ca functiile ¢, k = 1,n — 1, sunt continue

si au derivate partiale continue pe D. Daca in (2.8) punem z,, = 20, obtinem sistemul

1/)7;(131,1‘2,...,.%‘/”,_1,1‘2) :Ci 1= 1,’/1/— 1, (220)
care, rezolvat in raport cu xy,2s,...,T,_1, conduce la
T :wj(Cl,C%...,Cn,l), j:].,n—l. (221)

Putem enunta acum urmatoarea teorema.

Teorema 2.1.3. Solutia problemei lui Cauchy pentru ecuatia (2.4) cu conditia initiald (2.19) este data de

u(T1, 22, ..., Tn) = Y(W1 (Y1, %2, . . s Y1), wa (1, %2, .., ¥n_1), ,wn_1(P1, %2, ..., Pn_1)),

unde 1,9, ..., Yn_1 sunt n — 1 integrale prime independente functional ale sistemului caracteristic (2.6).

Demonstratie. Trebuie sa aratam ca functia v din enuntul teoremei este solutie a ecuatiei cu derivate partiale
(2.4), apoi ca verifica conditia initiala (2.19).

Faptul c& u este solutie a ecuatiei (2.4) rezultd imediat din faptul ca u este de forma ® (i1, vs, ..., ¥,_1)
dupa cum rezulta din expresia ei.

Solutia verifica conditia initiala in vecindtatea U a punctului Mj. In adevir pentru z,, = 22, conform
relatiilor (2.20) si (2.21), rezultd ca (2.19) este indeplinitd. Din modul cum este construita functia u rezulta si
unicitatea ei. q.e.d.

Exercitiul 2.1.3. Sa se rezolve problema lui Cauchy pentru ecuatiile cu derivate partiale liniare si omogene

ou ou  40u

1. 20— —y—+z2—=0
or Yoy T 8z
ou ou
2. zux+ (z— 22— +2— =0,
Ty Yy
cu conditiile initiale date respectiv de: 1. wu(z,y,1) =z +y; 2. u(z,0,z) =2z(z — x).
Solutie. Sistemele caracteristice corespunzatoare
dv _dy dz o dz  dy  dz

ﬂ_—y_;" z (z — 2)2 x
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au integralele prime

wl('r7yaz) :.’L'yZ, wl(ﬂj‘,y72’) :332—22
1. 1 2.
¢2($7yvz):;+ln$7 wg(x,y,z)=2y+(x—z)2
Sistemul (2.20), in cazul acestor ecuatii cu derivate partiale, devine respectiv
xy? = C, 22— 22 =(C4,
1. , 2.
l+Inz=Cy (r —2)? = .
Rezolvand aceste sisteme, gasim
Ci+C
=% = w (C4,C =172 (G, O
r=e w , w , ,
1(C1, C2) SN 1(C1, Cs)
1 - 2.
_ 1o C, - C
y= ngfl _MZ(Cl’CQ) z = g:LUQ(C&,CVQ).

2VCy
Conform Teoremei 2.1.3, avem ca solutia problemei lui Cauchy este
u(w,y,z) = Y(wi (1, ¥2), w2 (11, ¥2)).
Deoarece expresiile functiei ¢ sunt respectiv
1. Y(z,y)=2x+vy, 2. Y(x,z) =2z2(z — x),
rezulta ca solutiile problemei lui Cauchy pentru cele doua ecuatii cu derivate partiale sunt

1. u(z,y,2) = wi(Y1,¥2) + w2 (11, 92)
2. u(r,y,z) = 2w2(1/)1a7/12)(w2(1/11,1/12) - w1(1/117¢2))-

Efectuand calculele, gasim
1?1 (J), Y, Z)

— p¥2(z,y,2)—1 _
L u(x,y,2) =e TV a1

2. U(%yvz):¢2($’y>2)—¢1($>y72)-
Inlocuind pe 9 si 19, obtinem u(z,y,z) = ze* T4 yVel=7? gi respectiv u(x,y,2) = 2y + 222 — 2x2. ]

2.2 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai, cuasiliniare

Definitia 2.2.1. O ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai de forma

ou

0 0
X1 (x, u)—u + Xg(x,u)—u 4 Xn(x,u)aT

P Dg = X,t1(x,u) (2.22)

se numeste ecuatie cuasiliniara neomogena.

O astfel de ecuatie este liniara in raport cu derivatele partiale de ordinul intai ale functiei necunoscute u care

depinde de variabilele x4, xs, . .., 2, (de variabila vectoriald x = (x1, o, ..., x,)), iar coeficientii X} sunt functii
atat de variabila vectoriala independenta x cat si de functia w.
Vom presupune ci functiile X, k = 1,2,...,n, sunt continue pe domeniul D C R"*!, au derivate partiale

continue in D si

ZX,%(ml,mg,...,xn,u) >0, (V) (z1,22,...,2n,u) €D.
k=1

n
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2.2.1 Solutia generala

Teorema 2.2.1. Integrarea ecuatiei cu derivate partiale (2.22) se reduce la integrarea ecuatiei cu derivate
partiale liniara cu n + 1 variabile

oV
Xi (%, u) 5=+ Xo(x,u) 5= + - + Xn(x,u) 57— + Xnpa(x,u) 5= = 0.

oV oV oV
0x1 0o oz, ou

Demonstratie. Sa cautdam pentru ecuatia cuasiliniara (2.22) o solutie u, definitd implicit de ecuatia
V(z1,22,...,2n,u) =0, (2.23)

V fiind o functie necunoscuta ce urmeaza sa o determinam. In ipoteza ca V este continua gi are derivate partiale
continue, cu derivata partiald in raport cu u diferita de zero in interiorul lui D, din (2.23) si teorema de existenta
si unicitate a functiilor reale de n variabile reale definite implicit de o ecuatie in n + 1 necunoscute, obtinem

aVv aVv ov
ou  dxy  Ou Pz, ou  dx,
oz, OV’ 9z, OV’ @z, OV’
du Ju ou

pe care le inlocuim in ecuatia (2.22). In acest fel ajungem la

ov ov ov ov
Xi—+Xgo— 4+ -+ X, — + Xy)p1— = 2.24
Lo, + e Tt "9z, +Antl ou 0, ( )

care este o ecuatie liniara gi omogena in necunoscuta V. Fie
Vi (z1, 2, ..., xn,u) =C, k=0,1,2,...,n—1, (2.25)
n integrale prime independente ale ecuatiei (2.24). Solutia generald a ecuatiei (2.24) este
V (21,22, ., Tn,u) = D(Yo, Y1, %2, - - -, Yn—1), (2.26)

iar ecuatia V(x1,x9,...,2,,u) = 0 defineste implicit solutia ecuatiei cuasiliniare (2.22) in forma u =

(}9(1’1,1'2, s 733TL)'
Conform Teoremei 2.2.1, urmeaza ca trebuie sa determinam n integrale prime ale sistemului caracteristic

dry  dra ~dz,  du
X1 X2 Xn Xpp
atagat ecuatiei (2.24), anume
¢0(£1,$2, ey, u) = Co,
wl(l‘l,$2, ey Lp, u) = Cl,
(2.27)
1/1n—1($1, T2, ... ax'ruu) = Cn71~

Atunci, solutia generala a ecuatiei (2.22) este functia definitd implicit de

®(tho, ¥1,%2 -+ ,n—1) =0, (2.28)

® fiind o functie arbitrara derivabila si cu derivate partiale de ordinul intai continue. g.e.d.
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Solutie. Sistemul caracteristic asociat acestei ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai este

d_a: dy dz

xy? 2%y (22 +y?)z
o . . . dx dy : . . 9 o
Din primele doua rapoarte obtinem ecuatia — = — care ne conduce la integrala prima z* — y* = Cj.
x
O a doua integrala prima se obtine din combinatia

ydr +xdy dz
P +ady (22 +y?)z

Primul raport al acestei combinatii se obtine din primele doua rapoarte ale sistemului caracteristic prin inmultirea

lor cu x, respectiv y, urmata de adunarea lor. Se obtine un nou raport egal cu celelalte rapoarte ale sistemului
caracteristic. Dupa inmultirea cu z2 + y? se obtine

dlzy) _ dz

Ty z’

. .. o . .. R
iar de aici rezulta a doua integrala prima — = Cf.
Yy

Conform Teoremei 2.2.1, solutia generald a ecuatiei date este functia z = z(x,y) definitd implicit de ecuatia
®(1h1,12) = 0, unde P este o functie arbitrara. Avand in vedere expresiile lui 91 si 12, avem ca solutia generala
a ecuatiei cu derivate partiale cuasiliniara este functia z = z(x,y) definita implicit de ecuatia

z
(I)(xQ - y27 _) =0.
Yy

Solutia generald se poate scrie in forma z = xy¥ (22 —y?), unde ¥ este o functie reald arbitrara de o variabila
reala, derivabila gi cu derivata continua. ]

Solutie. Sistemul caracteristic asociat acestei ecuatii este

dzy

dra . _dtn zdz

1 29 T, 224 mixy - Tp

Se observa ca avem urmatoarele combinatii integrabile:

dri  drg dry  dzs dry dz,
r owm  x w3z w1 Ty
si
d(x129 - Tp) zdz

== . (2.29)
NITIT2 Ty 24+ X1To Ty
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Din integrarea primelor n — 1 combinatii integrabile obtinem integralele prime

T2 €T3 Ln
—:Cl, x—:CQ, —_— =

n—1-
T 1 X1

Pentru a integra ultima combinatie integrabila notam:

TiZo Ty =V, 22 = .

Astfel, combinatia integrabila (2.29) se reduce la

du 2 2

dv  nv n

Aceasta este o ecuatie diferentiala de ordinul intai liniara si neomogena si integrala ei generala este
2v
u=C, Vv +

n—2

sau, daca revenim la vechile variabile,

(n—2)22 = Cp(n —2) ¥/ (z120 - - )% + 22120 - - - 2.

Integrala generala a ecuatiei date este functia z definita implicit de
To T x
(n—2)2% =2x129 -2 + (n—2) 3, (mlxg---mn)z@(—z, = —n),
1 X1 T
unde ® este o functie diferentiabila arbitrara.

Solutie. Sistemul caracteristic asociat ecuatiei este

dx dy dz

o —20%) g — ) 9x(at )

Considerand primele doua rapoarte se obtine o ecuatie diferentiala omogena care integrata conduce la
integrala prima

g3 + a3
Y222

= C().

O a doua integrala prima se obtine din combinatia integrabila

ydzr + xdy dz

3xyt — 3xty  9z(x3 —y3)’

d d
Simplificand, obtinem ecuatia cu variabile separate (zy) + 3—2 = 0, care prin integrare conduce la a doua
z

integrala prima z3y3z = C.
Solutia generala a ecuatiei este

unde ® este o functie derivabila arbitrara.
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2.2.2 Problema lui Cauchy

Fie ecuatia cu derivate partiale cuasiliniard (2.22) si punctul arbitrar, dar fixat, My(x10, 220, - - , Zno, o) € D.
Definitia 2.2.2. Problema determinarii unei solutii u a ecuatiei (2.22) intr—o vecindatate U a punctului My € D,
care pentru T, = Tno $4 se reducd la functia continud $i cu derivate partiale continue (1, xa,...,Tn_1), adicd
u(xla L2y vy Tn—1, ZEnO) = 1/)(1’1, I2,... axn—l)a (230)

se numegte problema lui Cauchy a ecuatiei (2.22).
Pentru rezolvarea problemei lui Cauchy vom considera cd s—au determinat n integrale prime independente

functional intr-o vecindtate a lui My, iar dacd presupunem ca aceste integrale prime sunt cele din (2.27), ele
vor fi independente daca

D . _
(15077/)171?2’ 71/)71, 1) ;é 0. (231)
D(z1,22,...,Tp—1,u) M,
Vom cere ca solutia ciutata u = ¢(x1,xs, ..., x,) s& treacd prin punctul My, deci ug = @(x10, 220, - - -, Tno)-

Functia u, dupa cum am aratat la aliniatul precedent, este definita implicit de ecuatia

V(.’l?]_.,CCQ,...,.Tn,’LL) = q’(¢07¢1ﬂ/}2»--- awnfl) =0

si problema se reduce la determinarea functiei ®, adica a legaturii intre integralele prime (2.27). In acelasi
timp, u trebuie sa fie unic determinata intr—o vecinatate a punctului My, deci

ov
7(3&‘10, L2053 Ln0, uo) 75 0.
ou
Fie W o vecinitate a punctului My in care sistemul (2.27) se poate inversa in functie de xy, za, ..., Tp_1, u.

Vom face insa inversarea dupa ce vom inlocui pe z,, cu z,o, obtinand astfel sistemul
’l/Jo(l'la T2y yTp—1,Tn0, u) = CO’

’l/}l(xl’l'27 ooy Tn—15Tno, 'LL) - Cl’
(2.32)

T

wn—l(xla XL2yeve sy Tn—1,Tn0, U) - Cn—1~
Prin rezolvarea sistemului (2.32) in privinta variabilelor mentionate, gasim
U = WO(CO, Cla Tt C’ﬂ—l)?

T = wl(Co, Cl, ey Cn—1)7
(2.33)

)

-1 =wn—1(Co,C1,...,Cr_1).

Teorema 2.2.2. Solutia problemei lui Cauchy pentru ecuatia (2.22) care indeplineste conditia initiald (2.30)
este functia u definita implicit de ecuatia

Wo(i//Oa cee ’1/)71_1) - 7/1[&)1(1/’07 e 7wn—1)a e awn—l(d}Oa e aqun—l)] = 07 (234)

unde Yo, V1, ..., Yn—1 sunt integrale prime independente functional care satisfac conditia (2.31).
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Demonstratie. Functia u = ¢(x1, 2, ..., x,) definitd implicit de ecuatia (2.34) este o solutie a ecuatiei (2.22)
deoarece provine dintr—o relatie de forma (2.28).

Functia v datd de (2.34) verifica conditia initiald (2.30) deoarece conform lui (2.32) si (2.33) pentru z,, = x,0
avem

wO("vawla"‘vwn—l) =u,

Tn=2Tno

wk(%aiﬁl,---,iﬁn—l) = T, k=1,2,...,n—1,

Din (2.34) rezultd ca pentru z,, = Zy0

u(xl,xz,...,xn)x ) = (X1, T2, ..., Tp_1).
n==In0

Derivata functiei V' din membrul intéi al relatiei (2.34), in raport cu w, in punctul My, se giseste ci este
egala cu 1, deci diferita de zero.

Fiind satisfacute ipotezele teoremei de existenta si unicitate a unei functii reale de mai multe variabile reale
definita implicit de ecuatia (2.34), functia u = @(z1, 22, ..., z,) existd si este unica. q.e.d.

Solutie. Sistemul caracteristic corespunzator este

d d d
=Z_Y_Z (2.36)
Ty -y x
Considerand primele doua rapoarte, obtinem combinatia integrabila
d d
_:I: + _y =0
T )
din care obtinem integrala prima a sistemului zy = Cj.
Amplificand in sistemul (2.36) primul raport cu y, al doilea cu x si raportul al treilea cu y2, obtinem
d d 2d
yar __ray Yy az (2.37)
xy? xy? xy?

Aceste trei rapoarte, avand acelagi numitor, se scriusub forma

ydr _ —axdy _ y’dz

1 1 1

Folosind proprietatile rapoartelor egale, deducem

ydr  —xdy y2dz _ ydx — xdy

1 1 1 2 ’
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T
ultima egalitate fiind o combinatie integrabila caci se poate scrie in forma d (—) = d(2z).
Y

Integrand ultima combinatie integrabila, obtinem a doua integrald prima a sistemului (2.36)

ZZ—EZCL
Y

Integrala generald a ecuatiei este functia z = z(x,y) definita implicit de ecuatia F(z,y, z) = 0, unde

F(z,y,2) = ®(Co, C1) = ®(xy,22 — g)

Observam ca integrala generala se mai poate scrie ca

2=t S )
unde f este o functie reala de variabila reala, arbitrara.
Ansamblul ecuatiilor celor doud integrale prime formeaza ecuatiile unei curbe caracteristice (C') situata pe
suprafata integrala (5).
Suprafata integrald cautata (S,) se obtine eliminédnd pe z,y, z in sistemul format de ecuatiile celor doua
integrale prime gi ecuatiile curbei (C,). Efectuand aceastd eliminare, rezulta

2 T 1
TG, : 2y wy (Sa) 2ayz—=
si deci (S,) este o suprafata algebrica de ordinul al treilea. |

dy dz

i
Solutie. Sistemul caracteristic asociat este — = —= = . Din primele doua rapoarte se obtine
T Y z—xy

x
integrala prima — = Cj.
Y

inmult_;ind primul raport cu y, al doilea cu z si efectuand suma numaratorilor pe suma numitorilor, gasim
un nou raport egal cu oricare din cele trei. Egalandu-1 cu primul raport, obtinem combinatia integrabila

dlzy+2) _dzx

Ty + 2 x

z
Integrand, obtinem a doua integrala prima y + — = Cj.
Rezulta ca solutia generala este functia definita implicit de ecuatia

<1>(£1/+ E) =0,
y T

unde ® este o functie arbitrara derivabila si cu derivate continue.
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Pentru rezolvarea problemei lui Cauchy trebuie sa rezolvam mai intai sistemul

2
2 = C(), z = 2(01 - 6) = w0(00701)5
y 0
z 2
y+§=C'1, y:a):wl(Co,C&).

Inlocuind pe y si z in z = 1 + y? gisim relatia care corespunde lui (2.34)

2(01—03)—1—%=0.

Daca se inlocuiesc Cy si C7 cu respectiv

y z
wO(may’z):_a ¢1(I7y)z):y+_a
x x

. . S ) x + 2y)2
deducem ca solutia problemei lui Cauchy este functia z = Q —zy.

Dupa eliminarea numitorului, observam ca din punct de vedere geometric solutia determinata reprezinta o
suprafata algebrica de ordinul al treilea din care se scot intersectiile acesteia cu planul Oyz. [ |

Solutie. Sistemul caracteristic asociat ecuatiei diferentiale date este
dzx dy dz

_ — , (2.38)
y—z z—x T—y
caruia trebuie sa-i determinam doua integrale prime functional independente. Pentru aceasta, cautam combi-
natii integrabile ale rapoartelor egale. Se observa ca acestea sunt egale cu inca doua

dx dy dz dr+dy+dz wdr+ydy+ 2dz

y—2z z—x T—Y 0 0 ’
obtinute efectudnd suma numaératorilor pe suma numitorilor (penultimul raport) gi suma numaratorilor pe
suma numitorilor celor trei rapoarte din (2.38), inmultite in prealabil cu z, y si respectiv z.
Cand intr—o succesiune de rapoarte egale numitorul unui raport este zero, numaratorul acelui raport trebuie
sa fie, de asemenea, zero. Prin urmare,

dr+dy+dz =0, zdr -+ ydy+ zdz = 0.

Din aceste egalitati se obtin cele doud integrale prime independente functional ale sistemului simetric (2.38)

r+y+z2=0C, 22+y?+22=0C,. (2.39)

Geometric, prima integrala prima reprezinta un fascicol de plane paralele de normala N =i+ j + k, iar cea
de a doua este o familie de sfere concentrice cu centrul in originea reperului.

Solutia generald a sistemului simetric (2.38) este ansamblul celor doua integrale prime care, din punct de
vedere geometric, reprezinta o familie dublu parametrica de cercuri in spatiu, care sunt curbele caracteristice.

Pentru a determina suprafata integrald care contine dreapta (d), impunem conditia ca sistemul format de
ecuatiile curbelor caracteristice si ecuatiile dreptei sa fie compatibil, ceea ce conduce la relatia de compatibilitate
C?—3Cy =0.

Inlocuind Cy si Cy n relatia de compatibilitate cu expresiile lor din (2.39) se gaseste ca suprafata integrala
cautati este conul patratic (eliptic) cu varful in origine de ecuatie 2% + y? + 22 — xy — yz — z2 = 0. [ |
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Elemente de teoria campurilor

3.1 Campuri scalare. Curbe si suprafete de nivel

Fie D C R3 un domeniu tridimensional, M (z,y, z) un punct oarecare din D si f € F(D) o functie reald definita
pe D. Valorile functiei f, scrise in forma f(M), sau in forma f(x) = f(z,y, 2), unde x = (x,y,2) € D, sunt
numere reale sau scalari. Astfel, functia f se mai numeste si functie scalara.

Definitia 3.1.1. Functia scalard f € F(D), D C R?, se numeste camp scalar tridimensional.

Daci domeniul D este bidimensional, deci D C R?, sau D este o portiune de suprafati marginita de o
curba in spatiu, pozitia punctului M € D va fi determinatd de doi parametri (coordonatele carteziene x si y
ale punctului din plan in primul caz, sau coordonatele curbilinii v si v ale punctului situat pe o suprafata in
cel de al doilea caz). Dupa caz, vom scrie: f(M) = f(z,y); f(M) = f(u,v). In ambele cazuri, functia scalari
f € F(D) se numeste cdmp scalar bidimensional.

In cele ce urmeazd vom presupune ca functia f este continua pe D si admite derivate partiale de orice ordin
continue in D.

Fie campul scalar f(M), M € D C R® si My(zo,y0,20) € D fixat.
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Definitia 3.1.2. Se numeste suprafati de nivel care trece prin My a cdmpului scalar tridimensional f(M),
locul geometric Sy al punctelor M € D cu proprietatea

f(M) = f(Mo) (3.3)
sau, avand itn vedere coordonatele carteziene ale punctelor M si My,
f(x7yaz) = f(l'anO,Zo)- (34)

Deoarece My este un punct al suprafetei de nivel Sy, ecuatia acesteia este (3.3) sau (3.4).

Observatia 3.1.1. Prin orice punct My € D trece o suprafatd de nivel a campului scalar tridimensional
f € F(D), iar orice doud suprafete de nivel ale sale ori sunt identice, ori nu aw nici un punct comun.

Definitia 3.1.3. Prin curba de nivel a campului scalar bidimensional f € F(D), D C R? (sau D C ¥, unde

Y este o suprafatad), se intelege locul geometric al punctelor M (z,y) € D (sau M(u,v) € D C X) cu proprietatea

f(@,y) = f(zo,90)  sau (f(u,v) = f(uo, o)), (3-5)

unde My(zo,y0), (sau My(ug,vo),) sunt puncte oarecare, dar fizate, din D.

Observatia 3.1.2. Prin orice punct My € D trece cate o curba de nivel gi oricare doud asemenea curbe sau
coincid, sau nu au puncte comune.

O prim& imagine a unui cAmp scalar este datd de suprafetele (curbele) sale de nivel care aratd modul cum
sunt stratificate valorile campului, viteza de stratificare intr—un punct fiind tocmai derivata dupa o directie
oarecare de versor s a campului in punctul considerat.

3.2 Derivata dupa o directie si gradientul unui camp scalar

S& considerdm campul scalar f € F(D), s un versor arbitrar i, pentru fiecare punct x € D, definim functia
reala g de variabila reala ¢
g(t)=f(x+ts), tel, x+tseD, (3.6)

unde I este un interval real.
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Evident, avem o infinitate de functii g (pentru fiecare x € D existd o asemenea functie) si pentru toate,

avem ¢(0) = f(x). Functiile g sunt restrictiile functiei f la dreapta care trece prin x si are directia s.
Presupunem ca, pentru orice x € D, functia g corespunzatoare este derivabila in ¢ = 0.

Definitia 3.2.1. Spunem ca functia f este derivabila in D dupa directia s daca functiile g, definite in
(3.6), sunt derivabile in t = 0.

Definitia 3.2.2. Daca f este derivabild in D dupd directia s, numdrul real g’ (0) se numeste derivata cAmpului
scalar f dupa directia s in punctul x € D.

< Co e df .
Not&m aceastd derivatd cu d—(x) Prin urmare,
s

af . gt)—g(0)
L - I S 7

7}
Definitia 3.2.3. Functia 4 € F(D) ale carei valori se determinda dupa legea (3.7), se numeste derivata

campului scalar f dupa directia s.

Observatia 3.2.1. Find definite cu ajutorul derivatelor unei functii reale de o wvariabila reala, proprietd-
tile derivatelor dupa o directie ale campurilor scalare sunt aceleasi ca cele ale derivatelor functiilor reale de o
variabila reala.

In consecintd, putem scrie (pentru simplificare, omitem variabila x):

%(Al fi+tAafa) =M (fl—fsl + A2 (fl—f;;
L f) =Ty 2,

7
L =rn- L

unde fi, fo si f sunt cAmpuri scalare derivabile in D dupa directia s, iar F'(f) = F o f este compusa functiei f
cu functia F.

Deoarece am presupus ca functia f care definegte un camp scalar are derivate partiale continue in D, rezulta
ca f este diferentiabild in D si valoarea in h = (hy, he, h3) € R? a diferentialei functiei f in punctul x € D este

A (x)(h) = df(x ) = (V)(x) b, (3.9
unde 5 5 5
(V)60 = 51+ 5L 005+ Lok (3.10)
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este gradientul functiei f in punctul x € D. Intre gradientul functiei f si vectorul h se efectueaza produsul scalar
standard a doi vectori din R3.

0 0 0
df (x)(h) = a—i(x)hl + Fz(x)hz + B—Z(X)hg. (3.11)
L 00 D o
Operatorul diferential V =i e +J 50 +k 7 se numeste operatorul lui Hamilton™ sau operatorul nabla.
x Y z

Pe de alta parte, se gtie ca daca [ este diferentiabila in D, atunci f este derivabila in D dupa orice directie
si derivata sa dupa directia s intr—un punct x € D este valoarea In s a diferentialei functiei f in punctul x. Prin
urmare,

Y (%) = drtes) = dro)s). (3.12)
Din (3.9) si (3.12) deducem
daf
25 %) = (V)(x) s, (3.13)
iar din (3.10) si (3.13) rezultd
af . _0f of of
£(x) = %(x) 51+ Fy(x) S2 + g(x) s3. (3.14)

Fie P punctul din D al carui vector de pozitie este x + ts. Conform Observatiei 3.1.1, prin punctul P trece
o suprafatd de nivel (S) a campului scalar f. Dreapta (d) care trece prin M si are directia s, intersecteaza
suprafata (S) in punctul P. Astfel, ¢ este abscisa curbilinie a punctului P de pe dreapta (d) pe care M este
originea elementului de arc. Dacd notdm cu t = ¢(M P) lungimea arcului M P, formula (3.7) se rescrie in forma

d J(P) — J(M)

= 1 .1
s = im T arp) (3.15)
Pe(d)

Consideram acum c& punctul P € (S) nu este pe dreapta (d), ci pe o curba neteda arbitrard I' care trece
prin M si are versorul tangentei in M identic cu s.

Definitia 3.2.4. Se numeste variatie medie a campului scalar f, raportul

f(P) = f(M)

TR (3.16)

unde P € I'N (S) dar £(MP) este abscisa curbilinie a punctului P.

Teorema 3.2.1. Limita variatiei medii (3.16) a campului scalar f atunci cand P tinde, pe curba T, la punctul
M (x), este egald cu derivata in x dupd directia s a campului scalar f.

Demonstratie. Evaluarea diferentei de la numaratorul variatiei medii, conduce la
f(P) = (M) = (Vf)(x) - (OP — OM) + ¢ - (OP — OM), (3.17)
unde € este o functie vectoriala de variabila vectoriald cu proprietatea
PIEHME =0, (3.18)

cu mentiunea ca punctul P, in acest proces de trecere la limita, se afla pe curba T.

Hamilton, William Rowan (1805 — 1865), fizician, astronom si matematician irlandez.
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Daca impartim (3.17) prin £(M P), trecem la limitd pentru P — M, ceea ce este echivalent cu ¢(MP) — 0,
tinem cont de (3.18), (3.14) si de rezultatul

L OP—OM _
(AP 0 (MP) 5
PeTl
din geometria diferentiala, se deduce
o fP) - fM) _ df
1{(]&141}1;1)1—@ W = £(X), (319)
Per

ceea ce demonstreaza teorema. q.e.d.

Observatia 3.2.2. Relatia (3.19) se poate lua ca definitie pentru derivata dupd directia s a campului scalar f
in punctul x € D.

Ne propunem sa determinam acea directie a spatiului dupa care derivata campului scalar f in punctul x
este maxima.

Tinand cont ci produsul scalar a doi vectori din R? este egal cu produsul dintre normele vectorilor si cosinusul
unghiului € dintre ei si ca ||s|| = 1, din (3.13) deducem

Y %)= 1V N - coso (3.20)

Din (3.20) se vede ca derivata este maxima cand 6 = 0, adicd atunci cand versorul s este versorul n(x) al
vectorului (V f)(x),
(Vf)(x)

B = 1 (3.21)

Pentru a demonstra o proprietate remarcabila a versorului (3.21) sa presupunem ca M este fixat si notat
cu My si ¢ vectorul sdu de pozitie este xg = (20, Yo, 20). Fie 7o C (Sp) o curba neteda arbitrara care trece prin
My gi care are tangenta tg in My. Daci x = ¢(t), y = ¥(t), z = x(¢) sunt ecuatiile parametrice ale curbei g si
punctul My corespunde lui ¢y pe curba 7y, atunci

dip dx

_de . .
to = E(to) 1+ E(to).} + E(to) k. (322)

Cum curba 7 este situatad pe (Sp), unde (Sp) este suprafata de nivel care trece prin My de ecuatie f(x,y, z) =
f(z0,y0,20), avem

Fle@),v(t),x(t)) = f(z0,Y0, 20)- (3.23)

Daca derivam (3.23) ca o functie compusa si consideram ¢ = ¢y, deducem

of O iy ¥

ko) (k) + 5 () G 1) + 5 (xa) S ) =0, (3.24)

= (x0)

Din (3.10), (3.21), (3.22) si (3.24), obtinem
H(Xo) -t = 0,

care demonstreaza cd n(xg) este ortogonal tuturor tangentelor in M la toate curbele vo C (Sp) care trec prin
M. Cum locul geometric al acestor tangente este planul tangent in M, la suprafata (Sp), rezultd ca n(xg) este
versorul normalei in My la suprafata de nivel (Sp). Sensul versorului n(x) este spre acea parte a spatiului in
care f(x,y,z) > f(xo, Y0, 20). Asadar:
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Teorema 3.2.2. Derivata campului scalar f dupa directia s in punctul xo este maxima dupad directia versorului
n(xg) a normalei in My la suprafata de nivel (Sy) care trece prin My, sensul normalei fiind sensul cresterii
valorilor campului scalar f.

Revenind la un punct arbitrar x € D, obtinem ca derivata dupa directia normalei n(x) in punctul M la
suprafata de nivel care trece prin M are expresia

dr

U () = (V)60 n(x). (3.25)
Cu ajutorul lui (3.21), din (3.25) deducem
D () = IV ) (3.26)

Cum gradientul campului scalar f in punctul x este coliniar si de acelagi sens cu n(x), din (3.26) obtinem

_4

= o (x) n(x). (3.27)

(V)

S& mai observam ca folosind (3.20) si (3.25) putem scrie

Gy &

e (x) o (x) cos b, (3.28)

unde 6 este unghiul dintre versorii s i n.

Formula (3.28) da legatura intre derivata dupa un versor oarecare s si derivata dupa directia normalei in
punctul M la suprafata de nivel care trece prin M, ocazie cu care reintalnim concluzia Teoremei 3.2.2.

Din (3.27) deducem c& regulile de calcul pentru gradient sunt aceleasi cu regulile de calcul ale derivatei dupa
o directie. Daci avem in vedere (3.8) gi renuntam la scrierea variabilei vectoriale x, se pot scrie relatiile:

V(Ap +pp) = AVo +uVy, A pueR;

V() = Vo + oV

v(f) Ve oWy (3.29)

v o
VFE(p)=F'(¢)Ve.

Y #0;

Mai precizam ca pentru gradientul campului scalar ¢ se folososte gi notatia grad .

Exercitiul 3.2.1. Se da campul scalar
a-r

QO(J,‘, Y, Z) = 3

r2’

unde

a=2i+j—k, r=zityj+zk, r= /22+y>+2°

Sa se calculeze unghiul dintre vectorii (V)(A) si (V)(B), unde A si B sunt puncte de coordonate A(2,1,1)
$i B(0,1,-1).

Solutie. Daca aplicam regulile de calcul (3.29), gasim ca gradientul cAmpului scalar ¢ in punctul oarecare
M(z,y, z), diferit de originea reperului Oxyz, este

a-r 1

(Vo) (M) = —QTTr+ =
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1 1
de unde rezultd (Vy)(4) = —1—8(2i+j +7k) si (Vy)(B) = 5(2i —j+ k). Cum cosinusul unghiului 6 dintre
doi vectori este raportul dintre produsul scalar al lor gi produsul normelor acestora, obtinem
(Vo) (4) - (Vy)(B) 5

cost = = ——.

(V) (DIIVe)B) 9

Semnul minus dovedegte ca unghiul dintre cei doi gradienti este obtuz. |

Exercitiul 3.2.2. Fie campul scalar o(z,y,z) = (a-r)? + (a x r)2, unde r = zi + yj + 2k este vectorul de
pozitie al punctului M (x,y, z), iar a este un versor constant.

a) Sa se determine suprafata de nivel care trece prin My(1,2,3).

b) Sd se calculeze derivata campului scalar ¢ dupd directia de parametri directori (2,—1,2) in punctul M.

Solutie. Deoarece (a-r)? = a?r?cos? si (a x r)? = a?r?sin? 6, iar a® = 1, deducem ca valorile cAmpului

scalar sunt p(x,y,2) = r? = 22 + y? + 22

a) Suprafata de nivel care trece prin My(1,2,3) este 22 + y% + 22 = 14, adica sfera de razi R = V14 si cu
centrul in origine.

b) Versorul s al vectorului v de parametri directori (2, —1,2) este

v 2, 1'+2k
§S— — — —1]— — k.
vl 3 3 3

Gradientul campului scalar ¢ in punctul M este

(Vi) (M) = (grad 9)(z,y, 2) = 20 + 2y + 22k,

de unde
(V) (Mo) = (grad o) (1,2,3) = 2(i + 2} + 3K).

Derivata functiei ¢ in punctul My dupa directia s este

di:(MO):(w)(MO) ‘s = 2(i+2j+3K)- %(Zi—j oK) = %(2 _246)—4.

Rezulta ca unghiul 8 dintre vectorii (Vp)(Mp) si s este ascutit. [ |

3.3 Campuri vectoriale. Linii si suprafete de camp

Definitia 3.3.1. Se numeste camp vectorial o functie vectoriala de variabild vectoriala definita pe un domeniu
D C R3.

Functia vectoriald v care defineste un cAmp vectorial pe D C R3 se poate scrie in una din formele:
v=v(P); v=v(); v=v(x);, v=v(ry,z), (3.30)
unde r este vectorul de pozitie al punctului P € D, care, in reperul R = {0;1i,j, k}, are expresia analitica
r:OHP::Ei—f—yj—i—zk7 (3.31)

unde O este originea reperului, iar {i,j,k} este o bazi ortonormata in R3.
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Notand
v=uvii+wvj+uv3k, (3.32)

unde vy, = v (x,y,2), m = 1,2,3, observim ci studiul unei functii vectoriale de trei variabile reale (sau de
variabild vectoriald), adicd a unui cAmp vectorial, se reduce la studiul a trei functii reale de trei variabile reale
(a trei campuri scalare tridimensionale).

In cele ce urmeazi, vom presupune ca functia vectoriala care definegte un camp vectorial pe domeniul
tridimensional D este continua, are derivate partiale continue in D care nu se anuleaza in nici un punct din D.

Definitia 3.3.2. Se numeste linie de cAmp in D a cAmpului vectorial v, o curbd strambd (L) C D cu
proprietatea cd tangenta in fiecare punct P € (L) are ca vector director pe v(P).

Cum un alt vector director al tangentei in punctul P(z,y, z) € (L) este diferentiala vectorului (3.31)
dr =dzxi+dyj+dzk (3.33)

avem ca v si dr sunt vectori directori ai aceleiagi drepte, adica ei sunt coliniari.
In concluzie, coordonatele acestor doi vectori directori trebuie sa fie proportionale si deci
dx dy dz

vi(x,y,2) B va(x,y, 2) B va(x,y, 2) (3.34)

Definitia 3.3.3. Sistemul simetric (3.34) se numeste sistemul diferential al liniilor de camp in D a
campului vectorial v = (vy,ve,v3) € F(D,R3), unde F(D,R3) este spatiul liniar al functiilor vectoriale definite
pe domeniul D.

Observatia 3.3.1. In baza teoremei de existentd si unicitate a solutiei unui sistem simetric, rezulta ca prin
orice punct al domeniului D trece cdte o singurd linie de camp a campului vectorial v = (vi,ve,v3) € F(D,R3).

Definitia 3.3.4. Se numeste suprafata de camp a unui camp vectorial, orice suprafatd generatd de o linie
de camp a acelur camp vectorial.

Teorema 3.3.1. Conditia necesard si suficientd ca o suprafata (S) sa fie suprafatd de camp a cdmpului vectorial
v € F(D,R3) este ca vectorul v(P) sd fie continut in planul tangent la suprafata (S) in punctul P € (S).

Demonstratie. Necesitatea. O linie de cAmp (G) a campului vectorial v este ansamblul a doud integrale prime
independente functional ale sistemului simetric (3.34)

1\, Y,z :Cl
@ {w Y, %)

(3.35)
7/)2(1'7% Z) - 027

unde 11,19 sunt doua integrale prime independente functional.
Pentru ca (G) din (3.35) s& genereze o suprafatd, parametrii C; si Co trebuie sa fie legati printr—o relatie de
forma
B(Cy,Cy) =0, (3.36)
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numitd relatie de condifie gi ci, suprafata de camp corespunzitoare conditiei (3.36) se obtine elimindnd con-
stantele arbitrare C; si Co intre (3.35) si (3.36). Obtinem

‘I’Wl(%y,z)a?ﬁz(%yaz)) =0, (337)

deci o ecuatie de forma
(S) : F(m7y,z) =0 (338)

in care recunoastem ecuatia carteziand implicitd a unei suprafete (S). In plus, in orice punct P € (S), vectorul
v(P) este tangent suprafetei de ecuatie (3.37) si deci continut in planul tangent in P la suprafata (S), deoarece
v(P) este tangent la linia de camp care trece prin P si genereaza suprafata (.5).
Suficienta. Trebuie si aratam ca orice suprafata (S5) de ecuatie (3.38) cu proprietatea ca v(P) este continut
in planul tangent in punctul P la (5) este generatd de liniile de cAmp ale cAmpului vectorial v.

Ecuatia (3.38) poate fi considerata ca o suprafatd de nivel a cAmpului scalar F.

Se gtie ca un vector coliniar si de acelasi sens cu sensul de cregtere al functiei F' in punctul P(z,y,z) € (S)
este

oF . OF . OF

Deoarece vectorul (3.39) este ortogonal vectorului v(P) continut in planul tangent in P la suprafata (S),re-
zulta ca produsul lor scalar este nul, deci

oF oF oF
vl(z7y7 Z)%(‘T?ya Z) + ’UQ(I,?J, Z)aiy(‘rﬂya Z) + ’Ug(lﬂ,y7 Z)a(‘rﬂya Z) - 03 (340)

ceea ce aratd ca functia F(x,y, z) din (3.38) verifica o ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai omogena. Dar
orice solutie a ecuatiei diferentiale (3.40) este generatd de curbele integrale ale sistemului caracteristic asociat,
adica de (3.34), iar curbele caracteristice ale sale sunt liniile de cAmp ale cAmpului vectorial v € F(D,R?).
Teorema este astfel demonstrata. q.e.d.

Definitia 3.3.5. Campul vectorial v € F(D,R3) se numeste biscalar dacd eristd functia scalard derivabild
v € F(D) si functia diferentiabila F € F(D), astfel incdt sa avem

v = @grad F' = ¢V F. (3.41)

Derivata dupa o directie s a unui cAmp vectorial v € F(D,R?) intr—un punct x € D se defineste la fel ca la

campurile scalare
d ts) —
—V(x) = lim vix+ts) V(x)‘
ds t—0 t

(3.42)

Daca functia v are derivate partiale de ordinul intai continue, existenta limitei (3.42) este asigurata si

dv, . dvy, ., dvy, . dvs
Daca se tine cont de (3.14), (3.43) devine
dv ov ov ov
g(x) = 81 %(X) + So @(X) + 83 a(x) (344)

Relatia (3.44) constituie expresia carteziand a derivatei campului vectorial v, in punctul x € D, dupa directia
de versor s = (s1, 89, s3), expresie care se mai poate scrie in forma

dv

0 0 0
g(x) = (81 P + S92 — + 3 —)v. (3.45)

dy 0z
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0 d 0 . . .
Deoarece operatorul s; — +59 — +53 P poate fi interpretat formal ca produsul scalar dintre s i operatorul
z

ox dy

vectorial V, se poate adopta conventia de scriere

0

0 0
.V =57 — — —. 3.46
S 818x+828y+838z ( )
Cu aceasta conventie gi cu renuntarea la mentionarea variabilei x, formula de calcul (3.45) ia forma
d
T =(s-V)v. (3.47)

==

Solutie. Sa calculam versorul directiei mentionate. Fiindca norma vectorului v este ||v|| = /v -v = V11,
1
rezulta cd versorul directiei dupa care trebuie si derivam este s = —v = —(i + 3j — k).
vl vi1
Folosind (3.47), gasim

d 1
V_ 2 [(y2 + 6xy)i + (2xy + 322)j + (222 + 6yz — 2* — yz)k] .

@~ VIT

. . . . . dv R .
Pentru a determina locul geometric cerut, impunem conditia de ortogonalitate BY= 0 si obtinem ecuatia

2?2 + 4zy + x2 + 3r2z = 0 ce reprezinti ecuatia unei cuadrice (suprafati algebrica de ordinul al doilea).
Analizand invariantii cuadricei constatam ca locul geometric este un con patratic cu varful in origine. |

Solutie. Liniile de camp sunt curbele integrale ale respectiv sistemelor simetrice:

O T S
r Y oz 222+ 22
20 dx _ dy _ dz
oay — 222 dxz—y? yz— 222
30 dx _ dy _ dz
' xz—y yr—x 22-1'
40 dx dy _ dz
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Se obtin combinatiile integrabile:

d d
10, _x:_y7 xdx + ydy + (z — V2% + y? + 22)dz = 0;
€T Y
20 ydr 4 xdy + 22dz =0, 2zdr + zdy + ydz = 0;
30 dx — dy _dz vdr —ydy  dz
(x—y)(1+2z) 22-1’ (22 —9y2)z 221’
40 vdr +ydy  dz @_y—w
’ z2+y2 =22 der  y+x’

care conduc respectiv la integralele prime:

19, %:C’l, z— 12+ y? 4 22 = Co;

20 22 4oy =0y, 22 4+ yz = Oy;
r—y T +y

30, =C = Cy;
21 1, Z+]. 25

4% (22 +y?)z=Cy, In(2? +y?) + 2arctg Y= .
T

Curbele integrale ale sistemelor simetrice de mai sus sunt:

Yy _ 2 _
10' .’L‘_Cl . 20{ o +.’Ey—01
r— P+ 22 = Cy 2? +yz =Ch
T —
e (22 +9%)z = Cy
30 ! . 40,
5'3"'2/_0 7 1n(w2+y2)—|—2arctgg:C2.
= (2 x
z+1

Primul camp vectorial are liniile de camp la intersectia planelor y = Ciz cu paraboloizii de rotatie in jurul

axel Oz de ecuatie
z—=\a?+y?+22=Ch.

De mentionat ca fiecare plan al familiei y = Cix nu trebuie sa contina dreapta de intersectie a acestuia cu
planul Oyz.

Liniile de camp al celui de al doilea camp vectorial se gasesc la intersectia hiperboloizilor:

22 taoy=01; 22 4+yz=Co.

Al treilea camp vectorial are liniile de camp drepte rezultate din intersectia familiilor de plane:
r—y=Ci(z—1); xz+y=Cez+1).
Din fiecare dreapta se scot punctele de cote —1 si 1.
C
Curbele de intersectie ale suprafetelor de rotatie in jurul axei Oz, de ecuatii z = le si suprafetele
€ Y

cilindrice cu generatoarele paralele cu axa Oz, de ecuatii In (x2 + y?) + 2arctg g Cs, reprezinta liniile de camp
x

ale ultimului camp vectorial. [ ]
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Solutie. Sistemele diferentiale ale liniilor de camp sunt:
d_x dy dz

2y 2@+ )

1.
xy?

9 dr dy dz )
' r oy z—a2—y2+1’
dr  dy dz
3. R P —

Tz  yz x4y + 22
4 dr dy dz
' r y z—a2siny’

1. O combinatie integrabild a primului sistem simetric este data de primele doua rapoarte egale care, dupa
simplificare cu z2y?, conduce la xdz — ydy = 0 si din care se obtine integrala prima z? — y2 = C1.

O a doua combinatie integrabila se obtine scriind

de dy dz
x Y _ oz
2 22 22+ y2

Daca ultimul raport il egalam cu suma primelor doua, dupa simplificarea cu 22 + y2, obtinem combinatia

d d d
de  dy _dz

integrabila
x Y z

care furnizeaza a doua integrala prima independenta

Atunci, generatoarele (G) ale suprafetei de cAmp au ecuatiile

:EQ _y2 :Cl
z

= =0h.
ry

Dar, generatoarele (G) trebuie s se sprijine pe curba directoare T
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Pentru aceasta, sistemul format de ecuatiile lor

2 —y?=C
z

= =0y
zy

T = 2y,
z=1

trebuie sa fie compatibil. Fiind un sistem de patru ecuatii cu trei necunoscute z,y si z, el va fi compatibil numai
daca constantele C1, Cy satisfac relatia de conditie

2C1Cy = 3.

Inlocuind pe Cy si Cs din integralele prime gasim ca suprafata de camp are ecuatia carteziana explicita

2. O integrala prima se vede imediat gi anume

T

S =0
Y

si se obtine integrand primele doua rapoarte egale. inmul‘gind primele doua rapoarte cu x, respectiv y si

adunandu-le, obtinem un nou raport egal cu primele trei. Un al cincilea raport egal cu primele patru se obtine
adunand al treilea raport cu al patrulea. Combinatia obtinuta prin egalarea ultimelor doua rapoarte

1
d(2? + y?) id(xQ + y2) +dz

2(z2 +y2) z+1
este integrabila si, dupa efectuarea notatiei t = 22 4+ y2, se obtine ecuatia diferential de ordinul intai liniara si
neomogena
dz 1 1—t
e

dt 2t 2t
a carei solutie generala este

Z:CQ\/Z_‘;—l—t.

Revenind la notatie, constatam ca cea de a doua integrala prima este

24+ 1+ 22 +92 _
VaZ+y?

Suprafata de camp se obtine rezolvand sistemul

Cs.

T _q
Y

24+ 1422492 _
/372‘1':1]2
2

r—zZ=a

Cy

22 +y?=a*-1.

Acest sistem este compatibil daca si numai daca este satisfacuta relatia de conditie

Cy = Ca/1+ CE.
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Inlocuind pe C; si Cy gasim ca suprafata de camp are ecuatia

z=—2—y* 41

. o o ) 2 . . . o .
3. O integrala prima este = = C7. Inmultim primul raport cu z, al doilea cu y, alcatuim din acestea un nou
x
raport egal cu celelalte ce are la numarator suma numaratorilor celor doua rapoarte modificate gi la numitor
suma numitorilor acelorasi rapoarte i obtinem in acest fel combinatia integrabila

d(z? + y?) dz

22(22 +y2) 2?4y 422

Cu notatia t = 2% + 92, combinatia integrabila se reduce la ecuatia diferentiald Bernoulli
dz 1 11
— - —z==.
dt 2t 2z
Substitutia 22 = u reduce aceasta ecuatie la ecuatia diferentiala liniara
1
u - Tu= 1,

care are solutia generala u =t Cy +t Int.
Revenind la vechile variabile, gasim ca cea de a doua integrala prima este
22— (a? +y?)In(a? +4?)

£C2 + y2

=Ch.

Pentru a determina suprafata de camp trebuie sa gasim suprafata generata de curbele integrale ale sistemului
simetric al liniilor de camp care trebuie sa se sprijine pe curba I'. Se procedeaza ca la celelalte exercitii, se gaseste

relatia de conditie
1 1 1

1+ =

2

&

de unde, eliminand constantele arbitrare cu ajutorul integralelor prime, deducem ca suprafata de camp are
ecuatia

= 027

4
22 = =+ 2(z% +y*) Inx.

SRESS

4. Integralele prime ale sistemului simetric al liniilor de camp sunt
x z x
—=C;, ———cosy=0Cs
Y Yy oy
si ansamblul acestora reprezinta ecuatiile liniilor de camp.
Relatia de conditie este CZ cos C; + Cy = 0, de unde deducem ci suprafata de cAmp care trece prin curba T
are ecuatia carteziana explicita

il?2

x
z= —(cosy—cosf).
Y Y

3.4 Integrale cu vectori si campuri scalare

Sub aceasta denumire se inteleg diverse tipuri de integrale (definite sau Riemann, curbilinii, de suprafata, duble
si triple) al caror integrand contin cAmpuri vectoriale sau cAmpuri scalare. Vom considera campuri vectoriale de
forma v = (v, v2,v3) € F(D,R?) sau de forma w = (wy, wq, w3) € F(D,R3), unde D C R? este un domeniu si
campuri scalare de forma ¢ € F(D), toate satisfacand conditiile cerute astfel incit integralele mentionate mai
sus sa aiba sens. Vom prezenta pe scurt aceste tipuri de integrale.
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3.4.1 Integrale curbilinii

Fie AB o curba in domeniul D care satisface conditiile de regularitate pana la ordinul care va fi necesar. O curba
care satisface conditiile de regularitate se numeste curbd netedd. Conditiile de regularitate asigura existenta
tangentei in orice punct al ei, care variaza continuu odata cu punctul curbei. Dacd A coincide cu B, curba
corespunzatoare se numeste ¢nchisa. Curba se zice orientatd daca s—a precizat un sens de parcurs pe ea.
Integrala curbilinie pe curba AB a campului vectorial v(P) sau a campului scalar ¢(P) este una din urma-

toarele:
/ v - dr; / v X dr; / pdr, (3.48)
AB AB AB

unde dr = dzi+ dyj + dzk este diferentiala vectorului de pozitie r = xi+yj+ z k.
Avéand 1n vedere expresiile analitice ale produselor de vectori, integralele curbilinii mentionate in (3.48) se
exprima dupa cum urmeaza:

/ v-dr = / vidz + vady + vsdz; (3.49)
AB AB
/ v X dr:i/ vgdz—vgdy—i-j/ vgdx—111dz—|—k/ vy dy — vo dx;

AB AB AB AB

/ @(rv,y&)dr:i/ o(x,y,z)dx +j/ w(w,y,Z)derk/ o(x,y, z)dz.
AB AB AB

AB

Integralele curbilinii care apar in membrul al doilea in oricare din relatiile de mai sus au forma generala

I= P(z,y,z)dr + Q(x,y, z)dy + R(x,y, z)dz.
AB

La studiul integralelor curbilinii de speta a doua s-a specificat faptul ci daci v € F(D,R?) reprezinta un
camp de forte pe D, integrala curbilinie (3.49) este lucrul mecanic al fortei v(P) cand P parcurge curba AB.

Integrala curbilinie (3.49) se mai numeste integrald de linie a vectorului v(P). Integrala de linie pe curba
inchisa (C'), parcursd o singurd datd, se numeste circulatia vectorului v(P) pe curba (C).

Integralele de linie au urmatoarele proprietati:

/ ()\eruw)‘dr:)\/ v-dr+ p w - dr;
JAB AB AB

/v~dr:/ v~dr+/ v-dr, P € (AB), APUPB = AB;
A PB

B AP
‘/ V-dr‘g/ |v~dr\§/ Hv||ds§]W/ ds=M - L;
AB AB AB AB

dr
. dr = (v-E) L .
/AB V(Tmyvz) dr (V ds)(T07yO7ZO) ) (3 50)

unde: A si g sunt scalari arbitrari; L este lungimea arcului AB; M este valoarea maxima a normei vectorului
v(P) pe arcul (AB); Q(xo,yo, 20) este un punct determinat pe arcul de curba (AB).
Proprietatea (3.50) este o teoremé de medie analoagd primei teoreme de medie de la integrala definita.
Celelalte tipuri de integrale curbilinii din (3.48) au proprietati similare.
Fie campul vectorial continuu v € C(D,R?).

Definitia 3.4.1. Integrala curbilinie I = [ v -dr se numeste independenta de drum pe domeniul D C R?

@
dacad oricare ar fi punctele My, My € D i oricare ar fi arcele de curba (MyaMs) si (M1BMs), ambele incluse
in D gi cu sensurile de parcurs de la My catre Mo, avem

/ v -dr = / v - dr.
MlaMz MlﬁMZ
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Teorema 3.4.1. Integrala curbilinie I = / v - dr este independenta de drum pe D daca i numai daca I =0

@
oricare ar fi curba inchisd netedd sau neteda pe portiuni (C') C D.

Demonstratie. Daca M, My € D sunt puncte arbitrare si (MjaMs) C D, (M;5Ms) C D sunt arce arbitrare,
netede pe portiuni, atunci curba (M;aMyBM;) este inchisd si netedd pe portiuni si, reciproc, fiind data o curba
orientata inchisa, neteda pe portiuni, (C') C D si My, My € (C) doua puncte alese arbitrar, curba C' se prezinta
ca o juxtapunere de doua arce netede pe portiuni. Din aceste afirmatii si Definitia 3.4.1 rezulta concluzia
teoremei. q.e.d.

3.4.2 Integrale de suprafata
Domeniul pe care se efectueaza integrarea este o portiune de suprafatd (X) de ecuatie vectoriala
(2): r=r(uv), (w,v)e€ (AUy)CR? (3.51)

unde A este un domeniu plan iar frontiera acestuia v este o curba neteda inchisa. Fie (C) frontiera suprafetei
(X). Aceasta curba este corespunzatoare prin transformarea (3.51) a curbei inchise .

Presupunem cé suprafata () este netedd, ceea ce inseamna cd admite plan tangent in fiecare punct al ei,
care variaza continuu odata cu punctul suprafetei. Prin urmare, exista gi sunt continue pe A derivatele partiale

() = 05 (), ) = O (), () € A,

care satisfac conditia de regularitate ry(u,v) x r,(u,v) # 0.
In aceste conditii, functia

ry (u,v) X 1y (u,v)

n(u,v) = nqi+ noj + nsk

B [T (u,v) X 1y (u, )|

este versorul normalei in punctul M € (3) corespunzator punctului (u,v) € A, iar nq, ne, ng sunt cosinusurile
directoare ale acestui versor.
Dupa acelasi criteriu ca si la integrale curbilinii, introducem urmaéatoarele integrale de suprafata de speta

intéi: | // T // (n x w)dor // on do, (3.52)

(=) (=) (=)

unde do este elementul de arie al suprafetei (3).
In cazul cind suprafata este datd prin ecuatia vectoriald (3.51), expresia elementului de arie do este

do = \/E(u,v)G(u,v) — F2(u,v) dudv,
unde E(u,v), F(u,v) si G(u,v) sunt coeficientii lui Gauss?:

E(u,v) =12 (u,v); F(u,v) =ry(u,v)  r,(u,v); Flu,v) =12(u,v).

Integralele de suprafati cu vectori din (3.52) se calculeaza dupa cum urmeaza:

// (n-w)do :// (n1wy + nows + nzws )V EG — F2 dudv;
(=) A

2Gauss, Johann Carl Friederich (1777 — 1855), om de stiinti si matematician german cu contributii semnificative in domeniile:
teoria numerelor; statisticad matematica; analizd matematicd; geometrie diferentiala; geodezie; geofizica; electrostatica; astronomie;
si optica.
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// (nxw)do =1i // nows — nzws)do + j // nzwi — njws)do +k // niws — npws)do; (3.53)

(=) (=)

// gpndo:i//m(pdo—kj //nggpdo+k//n3<pda. (3.54)

(=) (=) (=) ()

Integralele din membrul doi al egalitatilor (3.53) si (3.54) se reduc la integrale duble pe A conform formulei de
calcul a unei integrale de suprafata de speta intai [13].

Definitia 3.4.2. O expresie de forma (n - w)do se numeste flux elementar al campului vectorial w prin

elementul orientat de suprafatd ndo, iar integrala de suprafata de speta intai // (n-w)do se numeste fluxul

total al campului w prin suprafata ().

Proprietatile integralelor de suprafatd (3.52) sunt analoage celor prezentate pentru integrale curbilinii. Prin

urmare, avem
// n-(Av+upw)do =\ // (n-v)do+ p // (n-w)do; (3.55)
(=) (=) (&)

// (n-w)do // (n- wdo+//( w)do, (3.56)

(%1) (Z2)

\// n-w)do| <//\ n-w)ldo <// Hdeo<M//da_MAz, (3.57)

//n-wda:(n'w)(xo,yo,zo)Ag, (3.58)
(=)
unde: A i p sunt scalari arbitrari; »; gi Yo sunt submultimi ale suprafetei ¥ pentru care X3 U Yo = X
%1 N3y = 0; Ay este aria suprafetei (X); M este valoarea maximi a normei vectorului w(P) pe suprafata (X);
Q(x0,Y0, 20) este un punct determinat al suprafetei 2.
Proprietatea (3.58) este o teoremé de medie analoagé primei teoreme de medie din teoria integralelor definite.
Celelalte integrale de suprafatd din (3.52) au proprietati asemanatoare celor prezentate in (3.55) — (3.57).
Este posibil ca suprafata neteda () sa fie reprezentata cartezian explicit prin ecuatia

(X): 2= f(z,y), (z,y) €DCR? (3.59)

caz in care, elementul de arie do al suprafetei are forma

=V 1+p®+¢*dady,

unde 5 5
zZ z
p—p(fv,y)—%(w,y), q—Q(m,y)—({Ty(m,y),

iar versorul normalei n la fata superioara a suprafetei are expresia analitica

SR - T !
VIt +¢® 1+ +¢ V14 + ¢

(3.60)
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In cazul mentionat de (3.59) si (3.60), reducerea unei integrale de suprafata // o(z,y,2)do la o integrald

(=)
dubla se face cu ajutorul formulei de calcul

// o(z,y, 2) do :// (2,1, F (2, 0)VI+ P + & dudy. (3.61)
=) D

Folosind (3.59) — (3.61) se pot transpune cu usurint toate rezultatele stabilite in cazul cand suprafata (X)
este data prin ecuatia vectoriald (3.51). Pentru aceasta trebuie efectuatd schimbarea de variabile x = z(u,v),
y = y(u,v) in integrala dubla (3.61).

Afirmatii aseméanatoare au loc gi atunci cand suprafata (X) este datd implicit printr—o ecuatie de forma
F(z,y,z) = 0. Astfel,

OF or

_ Oz ,_ 9y

PTTeE AT o
0z 0z

iar versorul normalei la suprafata (X) in punctul P(z,y,2) € (X) este

(VF)(2,y,2)

n(P)= ———~ "+

I(VE)(z,y,2)||

3.4.3 Integrale triple (de volum)

Fie Q C R? un domeniu carabil, deci o multime care are volum. Elementul de volum, notat cu dw, are expresia
dw = dxdydz.
Integralele de volum sau triple care ne vor interesa sunt:

Jff o e

Prima din integralele (3.62) a fost studiatd aratandu—se ca, in anumite ipoteze asupra domeniului €, ea se
reduce la o iteratie de integrale simple. De exemplu, daca €2 este un domeniu simplu in raport cu axa Oz iar
proiectia sa pe planul zOy este un domeniu simplu in raport cu axa Oy, atunci

Q= {($7y,2’) € RS‘G’ <z < bvyl(x) < Yy < y2($)721($7y) <z< ZQ(xvy)}

Astfel,
b y2(x) z2(,y)
///godwz/ dl‘/ dy/ o(z,y, 2) dz.
o a y1(x) z1(z,y)

A doua integrala (3.62) se reduce la calculul a trei integrale de tipul celei precedente,

/Q//vdw:i/g//vldw+j/Q//vgdw+k/9//y3dw7

fiecareia din integralele membrului drept urméand sa i se aplice o formula de calcul.
Prezentam, fara demonstratie, unele proprietati ale integralelor triple:

///()\V—I—uw)dw:)\///vdw—i-,u// wdw;
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e
‘/5,// V(P)dw’ S/ﬂ// [v(P)||dw < M /// dw = M Vol(9),

Q

unde 3, Qo sunt astfel incat Q1 UQe = Q, IntQy NIntQy = 0, M = r}x)lag))(Hv(P)H gi Vol(Q2) este volumul
€

domeniului 2.

3.4.4 Formula integrala Gauss—Ostrogradski. Consecinte
Sa considerim domeniul tridimensional V' a cirui frontierd este suprafata inchisd neteda S si fie (z1,z2,23)

coordonatele carteziene ale unui punct oarecare P € V U S. Suprafata S fiind neteda, in fiecare punct P € §
exista versorul n = (n1,n92,n3) al normalei exterioare. Astfel, avem un camp vectorial definit in punctele P ale

—

suprafetei care depinde de variabila vectoriala x =OP= x1i + zaj + x3k.

Consideram v = (v1,v2,v3) € F(V U S, R?) un camp vectorial continuu pentru care coordonata v; are
derivata partiala v; ; continua in V.

In aceste ipoteze are loc formula integrald Gauss—Ostrogradski >

// (n1v1 + nove + ngvs)do :/// (v11 + V2,2 + v3,3)dw, (3.63)
S %

care se poate scrie si in forma
3 3
// Znivi do :/// va‘dw. (3.64)
g =1 vYoi=1

In particular, considerand pe rand: v; =1, v =0, v3 =0; vy =0, v9 =1, v3 =0; v1 =0, v =0, v3 =1,

formula (3.63) devine:

S S S

Relatiile (3.65) pot fi scrise unitar in forma

J[ nic=o

S

Daca alegem succesiv pentru campul vectorial v una din urmatoarele expresii analitice:
(2171,0,0); (0,.’E170); (03073;1);
(ZCQ,0,0); (0,$270); (0703372);

(1’3,0,0); (07£C370); (070,$3),

30strogradski, Mihail Vasilevici (1801 — 1862), matematician si fizician rus, nascut in Ucraina. A fost discipol al lui Leonhard
Euler. Este considerat unul din cei mai importanti matematicieni ai Rusiei Tariste.
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// nyz1do = vol(V); // nax1do = 0; // nzrido = 0;
S S S
// nixodo = 0; // naxedo = vol(V); // nzxodo = 0;

din (3.64) obtinem

S S S
// nixsdo = 0; // nax3do = 0; // naxzdo = vol(V).
S S S

Aceste relatii pot fi scrise concentrat in forma
// n;xjdo = 6;; vol(V), (3.66)
S

unde indicii 7 si j iau oricare din valorile 1,2,3, §;; este simbolul Kronecker* (6;; = 1, §;; = 0, daca i # j), iar
vol(V') este volumul domeniului V.
Din (3.66) se pot deduce relatiile

// z1ndo = vol(V)i; // xondo = vol(V)j; // xsndo = vol(V)k. (3.67)

S S S

3.4.5 Camp potential

Definitia 3.4.3. Un camp vectorial continuu v € F(D,R3) se numeste cAmp potential dacd existd campul
scalar ¢ € CY(D), numit potentialul scalar al campului vectorial v, astfel incat

v(M) = (Ve)(M), (V) MeD.

Definitia 3.4.4. Un camp de forte F € F(D,R?) se numeste cAmp conservativ de forte dacd existd campul
scalar U € CY(D), numitd functie de forta, astfel incit F = VU.

Solutie. fntr-adevér, sa presupunem ca originea reperului Ozyz este in centrul pamantului. Se stie ca forta F
cu care este atras de citre pamant un punct material M (r) este

unde C este o constanta, iar r este marimea vectorului de pozitie r a punctului M. Deoarece:

8(1)_ T 8(1)_ Y 8(1)_ z
Ox \r 37 Ay \r r3’ Oz \r r3’

4Kronecker, Leopold (1823 - 1891), matematician german, printre contributiile importante ale sale numirandu-se lema lui
Kronecker, produsul lui Kronecker, delta lui Kronecker si teorema lui Kronecker.
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rezulta ca putem reprezenta campul gravitational F in forma
F(M) = (VU)(M),
unde U(M) = C/r.

Prin urmare, cAmpul vectorial F este un cAmp conservativ de forte pe R3\ {0}. [ |

Teorema 3.4.2. Fie campul vectorial v € C1(D,R?), unde D este un domeniu tridimensional.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

e Vv este un camp potential;

e integrala curbilinie / v - dr este independenta de drum pe D;
@

e expresia diferentiald w = v - dr este o diferentiald totald pe D.

Demonstratie. Faptul ca prima afirmatie implica celelalte doua este evident.
Sa presupunem ca w = v - dr este diferentiala totala pe D. Atunci exista functia U diferentiabila pe D astfel
incdt w = dU = (VU) - (dr) din care deducem ci

/ vidr= [ du=U(B) -UA)
AB AB

si deci integrala curbilinie depinde doar de extremitatile A si B ale curbei (C). Din w = (VU) - (dr) = v - dr
$i unicitatea expresiei diferentialei unei functii obtinem v = VU, ceea ce aratd ca v este un camp potential.
Asadar, prima afirmatie este implicata de ultima.

Daca integrala curbilinie | v-dr este independenta de drum pe D, considerand arcul de curba AM C D cu
©

extremitatea A fixa gi cealalta extremitete M variabila, functia U(M) = / v - dr are proprietatea VU = v,
AM
adica v este un camp potential. g.e.d.

3.5 Divergenta unui cAmp vectorial

Fie Q C R? un domeniu avand ca frontiera suprafata inchisa neteda sau neteda pe portiuni X si v € F(QUX, R3)
un camp vectorial continuu pe Q U X, diferentiabil in orice punct M (x1, zo,x3) € Q.

Considerand un punct Py € Q, de vector de pozitie xo = (210, Z20,Z30), existd domenii V' C Q astfel incat
Py € V. Presupunem cé frontiera unui astfel de domeniu V este o suprafatd inchisd neteda S. Fie n = n(x)

versorul normalei exterioare intr—un punct oarecare P € S de vector de pozitie OP= x = (x1, 22, x3).
Fie (V) diametrul multimii V, adicd maximul distantei dintre doud puncte oarecare M, Q € V. Presupunem
ca domeniul V' are volum si ca vol (V) este volumul sau.

Cu aceste pregatiri, consideram raportul
// (n(x) . v(x))da
e

vol (V) vol (V)

, (3.68)

dintre fluxul ® al cAmpului vectorial v prin suprafata S si vol(V).

Definitia 3.5.1. Se numeste divergenta campului vectorial v, in punctul Py, notata (div v)(Py) sau (V -
v)(xo), limita raportului (3.68) atunci cind diametrul domeniului V' tinde la zero, adicd
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| w0 vixas

5(1%20 5 ol (7] = (divv)(Py) = (V - v)(x0). (3.69)

Teorema 3.5.1. Dacd v = v(P) este camp vectorial diferentiabil in xg = OPq si existd constantele pozitive ky
st ko astfel incat:

aria(S) < k1 68%(V);  wol(V) > kay 53(V), (3.70)
atunci limita (3.69) exista st
avl _ On vy Ovs
— — . .71
Z 6951 1(XO) + 52, (x0) + o (%0) (3.71)

Demonstratie. Din ipoteza diferentiabilitatii functiei vectoriale v de argument vectorial in punctul xo € D
rezulta ca are loc identitatea

v(x) = v(x0) + dv(x,x — X9) + a(x — x)||x — xo|[, (3.72)
unde dv(x,x—xg) = (dv)(x)(x—x0) = (ij k) (Jv(xo) (X—X())) este valoareain h = x—xo = (ij k) (X—Xo)
a diferentialei functiei v in punctul xo = (i j k)Xo, Jv(x0) = H o, O)H3 . este matricea jacobiana a functiei

3x
v = (v1,v9,v3) In punctul xg, iar « este o functie vectoriala deﬁmta pe R3 cu proprietatea

lim a(x —xg) = a(0) =0. (3.73)

X—X(

In aceste relatii, X — Xy gi X reprezinta matricea cu trei linii gi o coloana a coordonatelor vectorilor x — x
sl respectiv x( In baza formata de versorii ortogonali i,j,k care, impreuna cu originea O, constituie reperul
cartezian ortogonal Ozzox3.

Daca inmultim ambii membri ai relatiei (3.72) cu n(x), integram pe suprafata S, tinem cont de relatiile
(3.66) si (3.67) si impartim cu vol (V), se obtine

/] ntx /Hx—xOn x) - a(x = %)) do
S

3
vol (V) Z (8:101) vol (V)

=1

(3.74)

Trecem in membrul intai primul termen al membrului doi din (3.74) si apoi luam valoarea absoluta. A doua
ipoteza (3.70), faptul cd ||x — x¢|| < 6(V) si inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz

In(x) - a(x = x0)| < [InE)[|{la(x = xo)l| = e(x = xo)|,

ECRCTa //Hax o) dor
)

ov;
Vol (V) ~L <8aji)(xo) k202 (V)

conduc la

(3.75)
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Insi, din (3.73) rezulti ci functia o este continui in h = x — xo = 0 ceea ce atrage ci pentru orice & > 0,
exista p(e) > 0 astfel incat

k
lex(x ~ x0) < e, (3.76)
1
oricare ar fi x € S care satisface inegalitatea
% = xol| < p(e).

Putem considera ci domeniul V' C Q ce contine punctul xq este astfel ales incat (V) < u(e). In acest caz,
din (3.70), (3.75), (3.76) rezultd cd pentru orice € > 0 exista p(e) > 0 astfel incat oricare ar fi domeniul V' cu

(V) < p avem
// n(x) - v(x)do ,
> *Z(avi)(xo) <,

vol (V) — \0x;
ceea ce conduce la relatia
/ / n-vdo
LI
lim S = 37 (52 (x0). 3.77
5(\}1)20 vol(V) ; ox; (x0) ( )
Din (3.69) si (3.77) rezulta (3.71). q.e.d.
Demonstratia acestei teoreme nu ar fi fost posibila fira inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz []. © ©
Deoarece divergenta campului vectorial v = (v1,vg, v3) Intr—un punct oarecare M € ) este
0 0 0
(v v)(e,,2) = G0 (0:2) + 520y 2) + F 2y, 2), (3.78)

analizand (3.78), constatdm ca In membrul al doilea este rezultatul Inmultirii scalare a operatorului diferential
al lui Hamilton

ox 0z

cu vectorul v gi deci notatia V - v pentru divergenta campului vectorial v este justificata.

0 0 0
V=i +j- +k
dy

Definitia 3.5.2. Un camp vectorial v € F(D,R3), diferentiabil in domeniul D, se numeste solenoidal dacd
divv = 0.

3.6 Rotorul unui camp vectorial

Sa consideram o directie arbitrara de versor a si fie (IT) planul perpendicular pe versorul a care trece printr-un
punct fixat Py € Q In acest plan considerdam o curbé simpla inchisa (C') care inconjoara punctul Py. Curba (C)
delimiteazd o portiune (S) de suprafatd plani, a cirei arie o notdm tot cu S. Fie §(S) diametrul multimii (5).

5Schwarz, Karl Herman Amandus (1843 — 1921), matematician german.

6Buniakowski, Viktor Takovlevici (1804 - 1889), matematician rus, membru si apoi vicepresedinte al Academiei de Stiinte din
Sankt Petersburg. In 1826 Buniakowski obtine o bursa la Paris avandu-l ca profesor pe Cauchy. Buniakovski a publicat peste
150 lucrari din diverse domenii ale matematicii (in special teoria numerelor, teoria probabilititilor), precum si mecanici. In 1846
publicd un tratat de teoria probabilitatilor, in care sunt prezentate realizarile in domeniu ale lui Siméon Denis Poisson si Pierre—
Simon Laplace. In 1875 s-a instituit " Premiul Buniakovski” pentru matematicieni. In alte lucriri ulterioare se ocupa de statistica
demografica, de determinarea erorilor de observatie si alte probleme similare. In ceea ce priveste teoria numerelor, di o noua
demonstratie legii reciprocitatii patratice. Dar cel mai celebru rezultat al sidu este cel din analizd matematica: inegalitatea Cauchy-
Buniakovski-Schwarz. Inegalitatea a fost publicatd de Cauchy in 1821. In 1859 Buniakovski a reformulat-o pentru calculul integral.
A tradus in limba rusa si a redactat multe din lucrarile lui Cauchy.
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Pentru a introduce rotorul unui cdmp vectorial v € F(2,R%), plecim de la circulatia I' a acestuia pe curba
(C) s sa calculam limita
/ v(x) - dr
_ c .

6(51?;0 S 6(8)—0 S

In acest scop, transformam raportul I /S intr—un raport dintre un flux pe o suprafati inchisd (S) si volumul
domeniului V inchis de aceasta suprafata, reducand astfel problema la cea prezentata in paragraful precedent.
Pentru aceasta, consideram portiunea din suprafata cilindricd, cu generatoarele paralele cu a, de inaltime
constanta h gi avand una din baze portiunea de suprafata (S).

Notam cu (S7) cealaltd baza a cilindrului, cu (S;) suprafata laterald a sa, iar cu do, elementul de arie al
suprafetei (Sy).

Avand 1n vedere ca dr = Tds gi cd h - ds = doy, rezultad ca

h d //V'TW
E_ -/Cv(x)~ r_Sé
S h-S -

vol (V)

(3.79)

unde 7 este versorul tangentei la curba (C') orientat astfel incat s& fie compatibil cu orientarea suprafetei (.5).
Insd 7, a i ny (normala exterioara la suprafata laterald a cilindrului) formeaza un triedru drept astfel ca

T = a X ny. Atunci, (3.79) devine
// (v xa) ngdoy
L_s

S vol (V)

Deoarece integralele pe bazele cilindrului din integrantul care intra in (3.80) sunt nule, in baza celor deduse in

paragraful prercedent, rezulta ca
/ / (vxa) ndo
I S

J(SI)HLO S 5(\5{0 vol (V) = (V- {vxa)x) (3:81)

(3.80)

Daca aplicam formula de calcul a divergentei, gdsim c& limita din (3.81) se poate scrie ca produsul scalar dintre
vectorul a i un anumit vector w(xg)

5(2?1»0 R w(xo),

unde
w(x0) = (v3,2(x0) —v2,3(X0))i+(v1,3(X0) —v3,1(X0) )+ (v2,1(x0) —v1,2(%0) k-

Definitia 3.6.1. Vectorul w(xg) se numeste rotorul campului vectorial v in punctul xo §i se scrie:

w(xg) = (rot v)(xg).

Daca analizam expresia rotorului vedem ca aceasta se poate calcula cu ajutorul determinantului formal

i j k
0 0 0
(rotv)(xg) = 87%1 5‘7@ 3713 (x0) = (V x v)(x0).

U1 V2 V3
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Intr—un punct oarecare X, vom avea
i j k
0 0 0

(VX)) = otV = | 5 5= 5

v1(x) v2(x) v3(x)

Definitia 3.6.2. Un camp vectorial v € F(D,R3), diferentiabil in domeniul D, se numeste irotational sau
lamelar daca rotv = 0.

Teorema 3.6.1. Un camp potential v € F(D,R?), al carui potential ¢ € C?(D), este lamelar.

Demonstratie. Intr-adevir, cAmpul vectorial v fiind potential, v(M) = grad o(M). Calculand rotorul acestui
camp, gasim
02 0? 02 0? 02 0?
Vxve (g = =it (o - o i+ (o — 3 )k
81‘28133 8333(9132 83)38131 8331(9133 (91‘18332 (93728331

Din faptul c& ¢ € C?(D), rezulti ca derivatele partiale mixte de ordinul doi ale sale sunt egale. Prin urmare, v
este camp irotational sau lamelar, adica V x v = 0. q.e.d.

3.7 Reguli de calcul cu operatorul lui Hamilton
O parte a acestor reguli au fost mentionate in (3.29), unde operatorul V s—a aplicat unor functii scalare. Mai
mult, gradientul poate fi aplicat unui produs scalar a doua campuri vectoriale. Operatorul V aplicat scalar

unui camp vectorial conduce la divergenta acelui camp, iar daca V se aplica vectorial unui caAmp vectorial se
obtine rotorul acelui camp, adica

Vi = grad ¢; V.-u=divu V xv=rotv.

In baza celor prezentate mai sus, se pot demonstra urmatoarele formule de calcul cu operatorul V a lui
Hamilton in care, pentru simplitate, renuntam la scrierea variabilei vectoriale x):

V- -(u+v)=V-u+V.v;
Vx(u+v)=Vxu+Vxv;
V-(pu) =¢(V-u)+u- (Vo)
V-(uxv)=v-(Vxu)—u-(Vxv);
V x(pu) =¢(Vxu)—ux (V)
Vu-v)=vx(Vxu)+ux (Vxv)+( v Viu+(u Vv

Vx(Vxv)=V(V-v)- Vi,
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2 82 32
unde V2 = 922 + 902 + 9.2 este operatorul diferential al lui Laplace” sau laplacian.
x Y z
Avem ) )
%o o  Pp
V2p = div (grad ¢) = Yl + 57 + 52

Ecuatia cu derivate partiale de ordinul al doilea
P D¢ P _
ox2  oy? 922

se numeste ecuatia lui Laplace. Orice solutie a ecuatiei Laplace se numeste functie armonicd .
Pentru alte operatii cu operatorul V, obtinem:

Vx(uxv)=u(V.-v)=v(V-u)+(v:-Viu—(u-V)v; (3.82)

V x (V) = rot (grad ) = 0; V - (V x v) =div (rot v) = 0.

3.8 Formule integrale
Fie (X) o suprafatd inchisd ce marginegte domeniul ), care are urmatoarele proprietati:

e o dreapta paralela la axele de coordonate ale reperului cartezian ortogonal Oxyz intersecteaza suprafata
(X) in cel mult doua puncte;

e () se proiecteaza pe planul xOy dupa un domeniu D si cilindrul proiectant al lui €2 cu generatoarele paralele
cu Oz este tangent la Q in lungul unei curbe (I') care imparte (X) in doua suprafete (conditii analoage se
pot pune si pentru planele yOz si z0x);

e suprafata () este cu doua fete si presupunem ca este formatd dintr—un numar de portiuni netede.

Pentru astfel de suprafete (X) si domeniile Q marginite de ele au loc urmatoarele formule integrale:

//n~vdcr:///divvdw; (3.83)

P Q

// ny do :/// grad ¢ dw; (3.84)
//nxvda ///rotvdw (3.85)
/ / —do / / / (grad ¢ - grad ¢ + pV2)dw (3.86)

"Laplace, Pierre — Simon (1749 — 1827), matematician si astronom francez a cirui operd a fost pivotul dezvoltarii astronomiei
matematice gi statisticii matematice. A rezumat si extins opera predecesorilor sdi in cele cinci volume de Mecanica cereasca,
editate intre anii 1799 si 1825. Aceasta opera translateaza studiul geometric al mecanicii clasice spre unul fundamentat pe calculul
diferential, deschizand astfel un domeniu larg de probleme. In statisticd, aga numita interpretare Bayesiana a probabilitatii a fost
dezvoltata in principal de catre Laplace. A formulat ecuatia lui Laplace si a pus bazele transformatei Laplace care apare in multe
domenii ale fizicii matematice, un domeniu al matematicii unde gi—a adjudecat rolul de formator. Operatorul diferential al lui
Laplace este denumit astfel dupa numele sau. Laplace a reformulat gi dezvoltat ipoteza nebulard a originii sistemului solar si a fost
unul din primii oameni de stiinta care a postulat existenta gaurilor negre. A introdus notiunea de colaps gravitational. Laplace
este considerat unul din cei mai mari oameni de gtiintd din toate timpurile, fapt ce i—a atras supranumele de Newton al Frantei.
A inteles matematica mai bine decat oricare din contemporanii sai. A devenit conte al Primului Imperiu Francez in 1806 si a fost
numit marchiz in 1817 de catre Restauratia Bourbon.
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// (¢ % - %)d" :/// (V20 = Vp)dw. (3.87)
> Q

Formula integrald (3.83) este forma vectoriala a formulei Gauss—Ostrogradski (3.63), fiind adeseori intalnita
sub denumirea de formula integrald a divergentei sau teorema divergentes.

Identitatea (3.84) se numeste formula integrald a gradientului.

Relatiei (3.85) i se poate spune formula integrald a rotorului.

Egalitatea (3.86) este cunoscuta sub denumirea de prima identitate integrald a lui Green®.

Relatia (3.87) este a doua identitate integrald a lui Green.

Observatia 3.8.1. Identitafile lui Green pot fi considerate atdt in spatiul afin IE™, de dimensiune superioard
lui 3, asociat spatiului Euclidian R™, cdt si in planul afin IE* asociat spatiului Buclidian bidimensional R2.

Daca (5) este o portiune de suprafata regulatd orientabila, avand frontiera o curba inchisa rectificabila (I'),
iar cAmpul vectorial v € F(Q, R3) este diferentiabil si S C €, atunci are loc formula integrald a lui Stokes °

/v~dr ://n-rotvdo. (3.88)
r
S

Teorema 3.8.1. Cdampul vectorial v € C'(D,R3) este irotational pe domeniul simplu conex D C R® dacd si

numai daca integrala curbilinie | v -dr este independentd de drum pe D.
@

Demonstratie. Presupunem rotv = 0 si fie C' o curba inchisa oarecare inclusa in D, iar S C D o suprafata cu

frontiera C. Aplicand formula integrala a lui Stokes (3.88), gésim / v -dr = 0. In baza Teoremei 3.4.1 rezults
@

ca integrala curbilinie / v - dr este independenta de drum pe D.
@
Demonstratia reciprocei se face prin reducere la absurd. Presupunem cé existd un punct My (xo, Yo, 20) In

care rot v # 0 si fie c&, In acest punct, vy 1 —v1 2 = p > 0. Atunci exista o vecinatate a punctului My, situata
in planul z = zj si inclusd In D, in punctele careia avem vy 1 — v1,2 > 0. Aplicand formula lui Stokes, in care
portiunea de suprafata este In vecinatatea de mai sus, gasim ca pe frontiera acesteia, care este o curba inchisa
din D, integrala curbilinie este diferita de zero. Dar acest lucru contrazice ipoteza. q.e.d.

Exercitiul 3.8.1. Se dd campul de fortd definit pe R>

F(x,y,2) =yz(2x + y + 2)i + za(z + 2y + 2)j + zy(z + y + 22)k.

Sa se arate ca acest camp vectorial este irotational si sa se determine o functie de forta.

8Green, George (1793 - 1841), matematician englez, initiatorul fizicii matematice in Marea Britanie.

9Stokes, Sir George Gabriel (1819 — 1903), matematician si fizician englez care, la Universitatea Cambridge din Marea Britanie,
a adus contributii importante in: dinamica fluidelor, inclusiv ecuatiile Navier — Stokes; optici; si fizicd matematici. A fost secretar
si apoi presedinte al Societatii Regale a Regatului Unit al Marii Britanii si Irlanda.
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Solutie Faptul ca F este camp irotational de forta este simplu de aratat.

In baza Teoremei 3.8.1, integrala curbilinie F - dr este independentd de drum in R3. Folosind Teorema
c

3.4.2, deducem ca functia de fortd care se anuleaza in origine este U(M) = / F - dr.

Deoarece integrala curbilinie este independenta de drum, se poate integra de la O la M (z,y, z) pe muchiile
paralelipipedului cu fetele paralele cu axele de coordonate care are O si M ca varfuri opuse. Atunci

T Yy z
U(M) =/ vl(t,O,())dt+/ vg(x,t,O)dt-l-/ vs(x,y, t)dt.
0 0 0

Folosind coordonatele campului vectorial v, rezulta ca functia de forta care se anuleaza in origine este
4

U(m,y,z)z/ xy(z +y+ 2t)dt = zyz(z +y + 2). [ |
0

Solutie. Sistemul diferential al liniilor de caAmp genereaza combinatiile integrabile

dr + dy + dz dy—dr  dr+dy—2dz

r+y+z  2y—z) —2x+y-—22)

si liniile de camp
(@+y+2P(rt+y—22)=C
r+y—2z=Coy —x).

Avem cd V x w = 0 ceea ce aratd ca w este un camp conservativ.

1
Observand ca expresia diferentiala w = w - dr este diferentiala functiei —5(372 + 2+ 22 oy 4+ yz + 22,

1
deducem ca functiile de forta sunt F(z,y,z) = —§(m2 + 92+ 2%) + xy + yz + zx + const.

Suprafata prin care se calculeaza fluxul este inchisa, are opt fete si limiteaza domeniul V. Folosind formula
integrala Gauss—Ostrogradski, rezulta:

V.-w=-3; <1>=// V-wdﬂcdydz=—3///dxdydz.
v v

Pentru calculul integralei triple efectuam schimbarea de variabile

X=—a+y+z Y=rv—-—y+z Z=x+y—=z

1
pentru care drdydz = ZdX dY dZ. Frontiera ¥ a domeniului transformat V; are ecuatia |X|+|Y |+ |Z] = 1, este

un octoedru si are volumul 4/3. Rezultda ® = —1. [ |
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Solutie. Utilizind formula integrald a rotorului (3.85), obtinem

é/vxndaz—/ﬂ//rotvdw.

Inlocuind in membrul al doilea pe v si tinand cont de formula (3.82), deducem

é/vxnda:—/ﬂ// [adivu —udiva + (u- V)a — (a- V)u]dw.

Deoarece a este versor constant, diva =0 si (u- V)a = 0. Prin urmare,

é/vxndo:—a/ﬂ//divudw+/ﬂ// (a- V)ud.

Cu relatia (3.47) avem / / v X ndo = —a / / / divudw+ / / / ;l—: dw, de unde rezulta prima identitate.
» Q Q

Pentru a demonstra a doua identitate, aplicam formula integrald Gauss—Ostrogradski (3.83). totodata si
divergenta produsului de vectori. Obtinem

//v-nda=/// (u-rota—a-rotu)dw = —a- ///rotudw,
Q Q

3

din care se deduce a doua identitate.
In mod analog, se demonstreaza gi cea de a treia identitate. |

Solutie. Calculand divergenta campului vectorial w, gasim

divw =r% - 3(a-r)%
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Aplicam formula integrald a gradientului (3.84) in care ¢ = div w. Asadar, vom avea

// (div w)n do :/// grad div w dw.
Y Q

Avand in vedere expresia lui div w gi regulile de calcul cu gradientul, deducem grad div w = 2[r — 3(a-r)a]. Pe
de alta parte, rot rot w = 4[r — 3(a - r)al, adica

rot rot w = 2grad div w (3.91)

si astfel egalitatea (3.89) este evidenta.

Pentru a demonstra relatia (3.90) folosim formula integrala a rotorului (3.85) in care cAmpul vectorial v este
inlocuit cu rot w. Prin urmare, avem

// (n x rot w)do :/// rot rot w dw. (3.92)
b Q

Daca in relatia (3.92) facem uz de (3.91) deducem ca are loc si (3.90). |

Solutie. Din (3.93) rezultd cid expresia analiticid a campului vectorial v este

v =ap(r)i+ye(r)j+ze(r)k,
iar divergenta lui, conform (3.78), este
div v = 3p(r) + r¢'(r).

Formula integralda Gauss—Ostrogradski (3.83) conduce la

// go(r)r-nda—3/// o(r) dw =///r<p’(7')dw. (3.96)
5 Q Q

Identitatea (3.94) rezulta din (3.96) deoarece r¢’(r) = r - grad o(r).
Identitatea (3.95) rezulta din formula lui Stokes (3.88) aplicata campului vectorial v, deoarece

rot v =rot (¢(r)r) = 0.
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Ecuatii cu derivate partiale de ordinul
al doilea

4.1 Ecuatiile fizicii matematice

Pentru descrierea matematica a multor fenomene fizice este adesea necesara utilizarea derivatelor partiale ale
marimilor variabile care descriu aceste fenomene. Uneori aceste derivate partiale trebuie sa satisfaca anumite
ecuatii care se numesc de obicei ecuatii ale fizicii matematice.
Ecuatiile fizicii matematice sunt ecuatii cu derivate partiale, liniare sau nu, de ordinul al doilea sau de ordin
superior care se Intalnesc in studiul matematic al unor procese sgi/sau fenomene din naturd si societate.
Astfel, in studiul oscilatiilor unei coarde, in oscilatiile curentului electric intr—un conductor, in studiul
vibratitlor gazelor etc. se utilizeaza o ecuatie cu derivate partiale de forma
2 2
%a—g—a—Z:F(t,w), a € R, (4.1)
a? ot ox
pe care o putem numi ecuatia coardei vibrante.
In studiul micilor vibratii ale unei membrane se utilizeazi o ecuatie de forma

= F(t,z,y), a €R, (4.2)
numita ecuatia propagarii undelor cilindrice.

In studiul propagarii sunetului in spatiul cu trei dimensiuni R? se utilizeaza o ecuatie de forma
"9 92 9.2 9.2 :F(tﬂrvyaz)v GER, (43)
care se numeste ecuatia propagarii undelor sferice.

Cel mai adesea, fiecare dintre ecuatiile (4.1) — (4.3) poartd denumirea de ecuatia neomogend a propagdarii
undelor sau pe scurt ecuatia undelor.

In procese de difuzie a caldurii, de filtratie a lichidelor sau gazelor prin medii poroase se utilizeaza una dintre
ecuatiile:

1 0u  J%*u
—— _ ~ _ —F(t.x R: 4.4
a? Ot  Ox? (t2), a€R; Y
1 0u 0%*uw 03
. _Z __ —F(t.x R: 4.5
a2 ot  0x2  Oy? (tz,y), aek; “5)
1 2 2 2
LOu_ 0% O O py i), ack, (4.6)

denumita respectiv ecuatia propagarii caldurii in una, doua sau trei dimensiuni.
Daca in relatiile (4.1) — (4.6) functia F' corespunzitoare este nuld, ecuatia respectiva se numeste in plus
omogend.

71



72 Ion Craciun Gheorghe Barbu

Fenomenele electrodinamice sunt descrise de ecuatiile lui Mazwell; acestea sunt:

10D 4r 4

1 tH=-— + —I+ —1I%
) o c Ot + c + c
10B

2 tE=———j

) o c ot’

3) divB =0;

(4.7

4) divD = —47wp;

5) D =c¢E;

6) B=_uH;

7) I=0E,

unde E este campul electric, H este campul magnetic, D este vectorul de deplasare a lui Mazwell, B este vectorul
inductiei magnetice, I este densitatea de volum a curentilor, I¢ este vectorul densitdtii de curent generat de
fortele electrodinamice aplicate, p este densitatea maselor electrice, € este constanta dielectricd a mediului, u
este permeabilitatea magnetica, o este conductibilitatea mediului, c este viteza luminii, considerata constanta.

0
Din aceste ecuatii se deduc altele, utile pentru aplicatii. De exemplu, aplicand operatorul — in ambii

ot

membri ai ecuatiei 4) si folosind 1), precum si relatia divrot H = 0, obtinem

c% +div(I+1I°) =0.

In anumite conditii restrictive, sistemul (4.7) se poate simplifica. Prezentdm doud astfel de simplificari.
1. In cazul fenomenelor electromagnetice in vid (1 =¢ =0, 0 = 1, gi in plus I¢ = 0), sistemul (4.7) devine:

1
rot H = fa—E, rot E = —la—H,
c Ot

- divH =0, divE=0. (4.8)

In obtinerea acestor ecuatii s—a tinut cont de faptulcaI=0, D =E, B =H.

Aplicand in prima ecuatie din (4.8) operatorul o i tindnd seama de a doua, obtinem identitatea

1 O°E
rotrot E = —CEW (49)
Dar,
rotrot E = —V?E + grad (div E), (4.10)
0? 0? 0?
unde V2 = 922 + (973/2 + 72 este operatorul lui Laplace in trei dimensiunt .
Folosind ultima relatie (4.8), din (4.9) si (4.10) obtinem
1 0°E
VE=—— 4.11
ElrX (4.11)
. . - . ) 1 0%u . o
cu alte cuvinte componentele lui E verifica o ecuatie de forma V=u = — 2 care se numeste ecuatia propagarii
c

undelor sferice sau ecuafia propagarii undelor.

2. Considerand cazul cand I¢ = 0, € = const., u = const., ¢ = const. constatam c&, [22] p. 55, H si E
satisfac ecuatiile cu derivate partiale de ordinul al doilea:
epOH  dmop 8°H

2 Ot 2 o2’ (4.12)

VH =

ep OE  4roe O%E

2
E=- 1T .
v c2 Ot 2 0Ot?

(4.13)
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Din (4.12) gi (4.13), in anumite conditii impuse constanteleor €, u, o, §i ¢, componentele cAmpului magnetic
si ale celui electric satisfac, dupa caz, ecuatia omogena a propagarii caldurii sau ecuatia omogena a propagarii
undelor, [22], p. 55.

Dacé nu am fi presupus cd I° = 0, atunci ecuatiile (4.12) i (4.13) nu ar fi fost omogene.

3. In cazul particular cand mediul conductor este un fir, cu alte cuvinte cand propagarea se face numai
intr—o directie (spre exemplu, axa Oz) daci presupunem in plus si faptul c& I¢ # 0, obtinem, la fel ca gi (4.13),
ecuatia:

2 2
(897]3 — aQZT]QE + Qb% =F(t,z), (4.14)
a $i b fiind functii care se deduc din €, p i o.

Prin urmare, coordonatele campului electric E se comporta, dupacaz, ca gi cum ar fi solutia unei coarde
vibrante, fie se propagain conductor ca si temperatura.

Fenomenele in care starile anumitor marimi fizice nu depind de timp se numesc fenomene stationare.

In probleme de functii complexe, de caAmpuri electrice sau magnetice stationare, in studiul starii stationare
a caldurii, In mecanica etc. se utilizeaza ecuatii cu derivate partiale de formas:

0%y  O%u
22 o

0%y 0%u  O%u

0x2 +8y2 +@:O;

0%u 0%
o) + 87y2 = f(z,y);

%u  0*u  d%u

@+87y2+@:f(13,1/72),

numite corespunzator: ecuatia lui Laplace in doud dimensiuni; ecuatia lui Laplace in trei dimensiuni; ecuatia
lui Poisson in doud dimensiuni; ecuatia lui Poisson in trei dimensiuni.

Ecuatiile prezentate mai sus provin din studiul unor probleme practice si nu este necesara cunoasterea solutiei
generale; solutia trebuie cautata in anumite conditii suplimentare.

Din acest punct de vedere, deosebim trei categorii de probleme:

a) Probleme cu conditii initiale (probleme Cauchy);
b) Probleme cu conditii la limitd (conditii pe frontierd);
c) Probleme mixte.
In rezolvarea acestor probleme trebuie sa se tina seama de urmatoarele aspecte matematice ale calculelor:
1. Obtinerea solutiei cautate (teorema de existentd a solutiei);
2. Solutia obtinuta sa fie unica (teorema de unicitate a solutiet);
3. Solutia depinde continuu de datele problemei (stabilitatea soluties).

Stabilitatea solutiei consta in faptul ca la variatii mici ale datelor problemei considerate corespund solutii
care difera putin intre ele.
Rezolvarea simultana a acestor cerinte ne conduce la concluzia ca problema este corect pusa.

4.2 Tipuri de ecuatii cu derivate partiale de ordinul al doilea

Fie D C R?, un domeniu oarecare, §2 o submultime din R si F : D x Q — R o functie reald de opt variabile
reale.
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Definitia 4.2.1. O relatie de forma

2 2 2
Oou Ou 0“u O0“u O“u ) (4.15)

F - Z- =
(x YU o5’ 0y 8z 9zdy’ Oy?

se numeste ecuatie cu derivate partiale de ordinul al doilea daca se cere sa se determine toate functiile
reale u = @(x,y), de clasd C?(D), care au proprietatea

0 0 02 02 0?
F@9, 0@ 9), 5o @9) 50 @0), 5 5@ ), 50 @9), 5 5 (09) =0, Y(wy)eD.  (416)

Definitia 4.2.2. Se numeste solutie in domeniul D a ecuatiei (4.15) orice functie u = ¢(x,y), de clasd C*(D),

care are proprietatea (4.16).

Definitia 4.2.3. Variabilele reale (x,y) € D C R? se numesc variabilele independente ale ecuatiei cu
derivate partiale (4.15), iar functia u = u(x,y), care apare in (4.15) impreund cu derivatele ei partiale pand la
ordinul doi inclusiv, este denumitd functia necunoscuta a ecuatiei (4.15).

Definitia 4.2.4. Ecuatia (4.15) se numeste liniard daca F este o functie liniard in u si derivatele acesteia.

Definitia 4.2.5. Ecuatia (4.15) se numeste cvasiliniara daca F' este o functie liniard in derivatele partiale
de ordinul doilea ale functiei u.

In cele ce urmeaza vom considera ecuatia cvasiliniara de ordinul al doilea. O asemenea ecuatie are forma

0%y 0%u 0%u ou 8U)

all(xay)a 2 +2a12(x y)a a +a22(x y)a 2 +G($ Yy, u 8‘%)% :07 (417)

unde functiile cunoscute a1, aia, age se presupun a fi cel putin de classd C? in domeniul D C R? si care nu se
anuleazd simultan in D, iar G este o functie reald de cinci variabile reale, definits pe un domeniu din R°.

Definitia 4.2.6. Ecutia cu derivate partiale de ordinul al doilea (4.17) se numeste liniard dacd are forma
0%u 0%u 0%u ou ou
a11($7i‘/)8 5 +2a12(z, y)a By + aze(z, y)a 5 +bi(z, y)ﬁa: + b2($>y)8fy + f(z,y) =0, (4.18)

unde by, by si f sunt functii cunoscute de clasd cel putin C° pe domeniul D C R?.

S& presupunem ca in ecuatia (4.17) sau in ecuatia (4.18) se efectueaza schimbarea de variabile

{ §:€($>y)7 (4.19)
n=n(x,y).

Ca urmare a efectuarii schimbarii de variabile (4.19), ecuatia (4.17) va avea o noud forma, ceea ce Inseamna
ca se poate pune problema alegerii unei asemenea forme a schimbarii (4.19) astfel incat ecuatia (4.17) s& poata
fi pusa sub o forméa cat mai convenabila.
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Aplicand regula de derivare a functiilor compuse, gasim ca derivatele partiale de ordinul unu si doi ale
functiei necunoscute u, in raport cu variabilele x si y, se exprima in functie de derivatele lui u In raport cu £ si
7 prin relatiile

Ou _ du 6§ 4 o ou 87)
ox 8§ oz an Oz
Ou _ du 8§ + ou 87]
gy 0¢ dy oy’

(4.20)

unde u(z,y) = u(¢(z,y),n(z,y)).
Din relatiile (4.20) deducem cé operatorii de derivare partiald fata de variabilele x gi y se exprima liniar prin
operatorii de derivare partiala in raport cu variabilele £ si 7, si anume
0 _0 % 0 o
dxr 06 Ox On Ox’
0 0 9§ 9 on

oy 0 Oy on oy

(4.21)

unde functiile & = £(z,y) si n = n(x,y) sunt date in (4.19).

Aplicand operatorii de derivare partiala — g si Ew ambilor membri ai relatiilor (4.20) si tinand cont de (4.21)
Y
deducem céa derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei necunoscute u, in raport cu vechile variabile x si
y, adica

0x2’ dzdy’ Oy’

se exprima cu ajutorul derivatelor partiale de ordinul al doilea ale functiei v in raport cu variabilele noi, & si 7.
0%u
Mai jos, se arata cum se obtine derivata partiald secunda 92

x

7 = o) e G o a5 -
L B e 8
G E A DL

32u.($)2+2 9?u ¢ Iy d*u (877) +6u %€ Ou 0*n

e \ oz oom ox ox o \ox) To¢ 0x2 T on 022

Celelalte doua derivate partiale de ordinul al doilea se obtin analog.
Derivata partiala mixta de ordinul doi are expresia

2 2 2 2 2
P 06 06 (06 on 0 Oy P oy Oy 0u B ou By
Ooxdy 02 Ox dy 0oy on? Ox Oy 0& 0Oxdy On Oxdy

+ — .
or Oy Oy Oz
in timp ce a doua derivata partiala secunda nemixta se exprima prin relatia

0%u aQu_(ag)Q OPu 0 O Ou (@)2 Qu 0°¢  Ou 9% (4.24)

a7 ~ oe \ay) Taga oy oy Tar \ay) T o Ton a2

Pu  0?
Introducénd expresiile precedente in ecuatia (4.17) si scotand factor comun derivatele partiale a—g, 86%’
n
o
on?’

obtinem o ecuatie de forma

0%y 0%u 0%y ou 8u> _ 0

0118752 @ 87772 +H<§7n’u737§78777 (4.25)
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unde
0 o€ 0 0
c11 = a11 (87:5) +2a12§§ + 22(82) ;
veon | okon  okony . okon
cie =g ot (g 5] oy "oy gu) o2 By Dy’ (4.26)
0 0 0
022:a11(82> +2a1207’78777_~_ 22(82) )

iar H este o functie reala definitd pe un domeniu din R®.
Daca expresiile (4.20) — (4.24) se inlocuiesc In ecuatia (4.18), atunci aceasta din urmé devine

O ey 0 aQU @+ﬂ—+ +5=0,
852 Clgagan (222 Oéaf yu =

C11

care arata ca noua ecuatie este de asemenea liniara.

Se observa ca ecuatia (4.25) se simplificd dacd unul din coeficientii ¢11, ¢12, o2 se anuleazd. Pentru aceasta
este necesara o alegere convenabild a schimbarii de variabile (4.19).

Se observa ci dacd drept functie &(z,y) se alege o solutie a ecuatiei

32 st () 0

atunci coeficientul ¢;; devine nul si ecuatia (4.25) se transforma in una mai simpla.
Fie ¢(x,y) = C o curbd integrala a ecuatiei (4.27). Pe aceastd curba are loc relatia

d¢ ¢
b o dy =
B dx + By y =0,
sau
% dy f)cp
or  dr oy’

. ) Hon 2
Inlocuind aceasta expresie a derivatei partiale 2 (4.27) si simplificand cu <8—¢) , se obtine ecuatia
Y

ox
a11dy? — 2a12dy - dx + asedz® =0 (4.28)

numita ecuafia caracteristica. Integralele ecuatiei (4.28) se numesc curbe caracteristice ale ecuatiei cu derivate
partiale de ordinul al doilea (4.17).

: d
Rezolvand ecuatia (4.28) in raport cu d—y se obtin doua ecuatii diferentiale ordinare de ordinul intai, si
x
anume:

@ _ ajg — G%Q — a11a22

d.’L‘ a1 ’ (4 29)
@ _ G2 + a%g — 11022

dx a1

In functie de semnul expresiei de sub radicalii din (4.29), ecuatia (4.17) se numeste respectiv:

de tip hiperbolic, daca a%Q — aj1a99 > 0;
de tip eliptic, daca a%Q —ajiag < 0;

de tip parabolic,dacid a2y — ajjage = 0.

Pentru gasirea solutiei unei ecuatii cu derivate partiale de ordinul al doilea este necesara efectuarea unor
transformari care sa conduca la o forma cat mai simpla a acesteia, numita forma canonica.
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4.3 Reducerea la forma canonica a ecuatiilor de tip hiperbolic
In acest caz, avem a?y — a11ag > 0. Cele doud ecuatii diferentiale ordinare (4.29) furnizeazi solutiile generale

go(x,y) = C1, ¢($ay) = C2.

Luand & = ¢(x,y) si n = ¥(z,y), expresiile coeficientilor ¢11 §i coo devin identic nule gi impartind cu
2

coeficientul derivatei —u, ecuatia (4.25) devine

0&0n

0%u

ou Ou
@ :H1(§,77,u )7 (4.30)

PoE n

care se numeste forma canonicdla unei ecuatiilde tip hiperbolic.

d d d

Solutie. Ecuatia caracteristica atasata ) T 2—y — 3 = 0 are solutiile & _ 3 si W —1, care au
dx dx dx dx

respectiv integralele generale (solutiile generale) 3z —y = ¢1 si £ +y = co. Din punct de vedere geometric fiecare

dintre aceste solutii generale reprezinta o familie de drepte in plan.
§=3c—y
Conform teoriei prezentate, se face schimbarea de variabile { ' si se calculeaza derivatele
n=x+y

partiale:

Ou Qu 9§ Ou 9In _ ,Ou  Ou

or 0 0r on ox “o¢ o
ou_ou 9 ou on_ _ou o
dy o0& Oy On Oy 0 Oy’
2 2 2 2
0“u 8(8u>_8<33u a_u) 38(36u 8u) 6<3u 6u>_96u+63u 0“u

oz~ ae\aw) = 2:Pae T an) T2 \ag T ay) T on\Pae T ) ~%0e T agon T o

0? o 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0? 0? 0?
50y = 52 3y) "7\~ 3 T an) =Sae "7 tam) a7t on) 5@ T 2amn t
u 0 /0u 0 ou  Ou 0 Oou  Ou 0 ou  Ou 0%u %u  0%u
o = ay\oy) = oy~ 3¢ T ow) = 56~ 5 * o) * o~ 5 T o) = 0@~ 2aeon " o

— +
on\ 06 In
care inlocuite in ecuatie conduc la forma canonica

0%u n @
o0&on  On

. - . . . y U . 0w
Pentru obtinerea solutiei acestei ecuatii canonice, se noteaza w = o si ecuatia devine 28_ 4+ w = 0, care
Ul

este o ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai. Sistemul caracteristic corespunzator ultimei ecuatii este

¢ _dn _ dw
2 0w’

Integralele prime ale acestui sistem caracteristic sunt: w-e$/2 =¢;; n=cp, unde ¢; si ¢p sunt constante
arbitrare. Solutia generald a ecuatiei cu derivate partiale de ordinul intai este functia w = w(&,n) definita
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implicit de ecuatia F(w - €8/2,1) = 0, din care rezulti w = e~¢/2®(7), unde ® este o functie arbitrara. Tinand
cont de ce s—a notat cu w, deducem ca u = u(&, n) este solutia ecuatiei cu derivate partiale de ordinul intai

ou
229
=e ,
an (n)
Co L d dn du . . C . <
a carei sistem caracteristic este = = — = ——————. Procedand ca mai sus, gasim ca solutia generala
0 1 e=8/29(n)

u=wu(§,n) a ecuatiei canonice este
u=e2g(n) + 0(9),

unde ¢ si ¥ sunt functii arbitrare.
Solutia generald u = u(z,y) a ecuatiei initiale se determina din relatia precedenta in care facem £ = 3z — y
i n =z +y. Obtinem u(z,y) = eW=32)/2¢(x 4 y) + ¢¥(3z — y). [ |

Solutie. A integra o ecuatie diferentiald inseamna a determina toate solutiile sale.
Cautam o solutie a ecuatiei cu derivate partiale in forma

u(x,y) = uo(x,y) + up(z,y),

unde u,(z,y) este solutia ecuatiel omogene Uz, — uy, = 0, iar uy(z,y) este o solutie particulara a ecuatiei
neomogene, de forma membrului drept.
Pentru a integra ecuatia omogena, o vom aduce mai intai la forma canonica. Usor se constata ca ecuatia

dun 2
omogena este de tip hiperbolic, iar ecuatia sa caracteristica este (d—y) —1 =0, din care deducem ca cele doua
x

d
ecuatii diferentiale ale caracteristicilor sunt d—y =1si d—y = —1. Prima dintre ele are solutia generala y—z = ¢y,
x x
iar cea de a doua are solutia generala y + z = cs.
Se face schimbarea de variabile
E =Yy—-z,
n=y+zx

si se calculeaza derivatele partiale

ou ou Ou Ou Ou %

9x = o€ "on oy oe o
o _ o o
0x2  0¢? 0com — on?’
0%u  Q%u u O%u
=2+ —,
dy* 0% 0on  On?

care inlocuite 1n ecuatia omogena, conduc la forma canonica

0%u

Yoean =

0.

Integrand aceasta ecuatie redusa la forma canonica, gasim ca functia u, ca functie de £ gi i are expresia

u= (&) +¢(n),

unde ¢(€) si ¥(n) sunt functii diferentiabile arbitrare.
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Revenind la schimbarea de variabila, se obtine solutia ecuatiei omogene

uo(r,y) = ¢y — ) +P(y + ).

Pentru ecuatia neomogena incercam o solutie particulara de forma membrului drept, adica

up(,y) = apr® + ay2? + agx + az + beosy.

Calculand derivatele partiale necesare si impunand ca u, sa fie solutia ecuatiei neomogene, se obtine
6agx + 2a1 + beosy = 4x + 3cosy.

Prin identificare, se gaseste ag = 2/3, a; = 0 si b = 3, iar solutia particulard devine

2
up(x,y) = 5333 + asr + az + 3cosy.

Solutia generala a ecuatiei date este
2
u(z,y) = oy —x) + vy +x) + ga:?’ + asx + az + 3cosy,

unde functiile ¢ si ¥ sunt complet arbitrare, iar constantele as si a3 sunt de asemenea arbitrare. |

Solutie. Se procedeaza ca la exercitiul precedent cautand o solutie de forma

U(Ili,y) = uo(xay) + Up(.’l?,y),

unde u, si u, au semnificatii asemanatoare, dar raportate la ecuatia data.
Se constata ca cele doud familii de curbe caracterisxtice (ecuatia data este de tip hiperbolic) sunt Inz = ¢;
si Iny = cg, ceea ce ne determina sa efectuam schimbarea de variabile

E=Inz,
n=Iny.

1 1
u(z,y) = (b(ln g) +¢Y(Inzy) + B In®z + 3 In®y,

In final suntem condusi la rezultatul

unde ¢ si ¥ sunt functii diferentiabile arbitrare. ]

4.4 Reducerea la forma canonica a ecuatiilor de tip parabolic

In acest caz, are loc relatia a?, —a11a22 = 0. De aici, rezulta ci aj; §i aze au acelasi semn, care poate fi presupus
pozitiv si deci a1o = ++/a11 - \/a22. Vom considera ca si a2 este pozitiv, cazul a1 < 0 tratandu—se asemanator.
Coeficientul ¢1; se poate scrie in forma

2

ci1 = (\/ﬁ% +\/a_2zg—§)
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Cele doud ecuatii (4.29) coincid i furnizeaza o singurd integrala generald, si anume p(z,y) = c.
Efectuand schimbarea de variabile
{ §=o(z,y)

n=Y(z,y),

unde ¥ (x,y) este o functie independenta functional de ¢, expresia lui ¢;; devine nuld, ceea ce atrage relatia

W + \/E (4.31)

Daca In expresia lui ¢1o folosim c& a1o = £4/a11 - /a2, atunci constatam cu usurintd ca expresia lui ¢ este

o= (S 4 ) (vt ).

Folosind (4.31), deducem c¢12 = 0.
Dupa impértirea cu cag, ecuatia (4.25) are forma canonicd

82u

e (g 1,4 gz, g—z). (4.32)

Solutie. Deoarece a2y — a1 - aze = (wy)? — 2%y? = 0, rezulti ci ecuatia este de tip parabolic. Ecuatia

caracteristica atasata,
dy\? dy
2 2
el —=) —2xy— =0,
(dx) Yar 7Y
d
este echivalenta cu ecuatia cu variabile separabile :rd—y —y = 0 a carei solutie generala este g c. Conform
x T

teoriei prezentate, se efectueaza urmatoarea schimbare de variabile

Yy
e=1
x
n=y.
Calculand derivatele partiale de ordinele intai i doi, se obtine:

ou_onoe outm __you
Ox 9&0x  Onox 2 0¢’
ou_oude mon_1ou ou
Oy 00y  Ondy axdn Oy’
Pu Y2 0%u 2y ou

922 " oiog T B og

0*u y 0%u oy 0Pu 1 0u
0xdy _58_52 23 ooy a? 6_5;
0%u 1 0% 2 0%u @

a2 " 20 aocon o
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2
Inlocuind derivatele partiale in ecuatia initiala, obtinem forma canonica 8_Z = 0, de unde rezulta ca forma
generald a functiei u = u(£,n) care satisface aceasta ecuatie este u = 7 - f(§) 4+ g(&), in care f si g sunt functii
arbitrare de doua ori diferentiabile pe un interval din R.
Revenind la variabilele z i y gésim u(z,y) = y f(g) + g(g) si aceasta functie este solutia generala a
x T

ecuatiei initiale. |

Solutie. Deoarece a2, — ay1 - a2 = (2y)? — 22 - y? = 0 rezultd ci ecuatia este de tip parabolic.
Ecuatia caracteristica atasata

x2(@)2 +2a:yd—y +9°=0

dx dz
. y - e ooody Y . .o
este echivalenta cu ecuatia diferentiald ordinara i care are solutia generala ry = c.
x x
E=ux
Conform teoriei prezentata, efectuam schimbarea de variabile unde 7 este cea mai simpla functie
n=2a,

aleasd astfel incat & = &(x,y) si n = n(x,y) sa fie independente functional. Calculdm derivatele partiale si
gasim:

Ou  Ou  Ou.
o~ VoE " oy’
ou ou
et
gy o¢
Pu  ,0%u O*u  0%u
92 ~ ¥ oz " ooy t o’
0%u 0%u u  Ou
dreay ~ "o " ogay " oE
OPu 0%
o~ " e
Dupa inlocuirea derivatelor partiale de mai sus in ecuatia din enunt, se obtine forma canonica
Pu 1 Ou Pu 1 Ou
a—nz—i-;'a—nzo, sau a—nz-i-ﬁ'a—n:o
. - . Ou . . . Ow . .
Pentru obtinerea solutiei, se noteaza 8_77 = w si ecuatia devine 8_77 + 5 -w = 0, care este o ecuatie cu derivate
partiale de ordinul intai a carei sistem caracteristic este
g dn  dw
0 —w

Cele doua integrale prime ale acestui sistem simetric sunt £ = ¢; si w -1 = cq si deci solutia generala a ecuatiei
cu derivate partiale de ordinul intéi este functia w = w(&, n) definitd implicit de ecuatia F(§,w-n) =0, unde F
este o functie diferentiabila arbitrara. Se observa cé ecuatia F(€,w - n) = 0 se expliciteaza simplu si avem

W= ), (4:34)
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unde f(&) este o functie arbitrara, care se deduce din F.

0
Tinand cont cad w = a—u, ecuatia (4.34) devine au_ - (&), care are solutia generala u = f(&) - lnn+ g(£),

1
. . v . v 77
unde g este o functie derivabila arbitrara.

Revenind la variabilele x si y, gasim ca solutia generala a ecuatiei din enunt este

u= f(zy) -Inz+ g(zy).

Functiile f si g se determina din conditiile initiale (4.33), care conduc la relatiile:

gly) =1—cosy; [f(y)+yg'(y) =2y,

din care deducem f(y) = y(2 —siny) si g(y) = 1 — cosy.
Prin urmare,
U(l’,y) =T-y- (2_Sln.'1?y> 11’1,’1,‘—’—1 _COS(ij)

este solutia ecuatiei din enunt, care satisface conditiile initiale (4.33). ]

4.5 Reducerea la forma canonica a ecuatiilor de tip eliptic
In acest caz a%y — ay1 - aze < 0 si integralele generale ale ecuatiilor diferentiale ordinare (4.29) sunt de forma:

Qo(x7y)zcl; E(xay):(jQ)

unde P este conjugata functiei cu valori complexe . Prin urmare,

x?
(4.35)
¢($, y) = OZ(Z‘, y) - Zﬁ(l‘, y)
Se efectueaza transformarea
{ £ =a(z,y),
(4.36)
n=B(z,y).

Deoarece o(z,y) = a(x,y)+i8(x,y) este solutia ecuatiei (4.27), rezultd cad o = a(x, y) si 6 = B(x, y) satisfac

conatia oo 0B da 08\ 0o .08 oo 0B
a”(ax“%) +2‘“2(ax“%)(aj+ 6y>+a22(8y+ 8y> =0

care, dupa efectuarea operatiilor de ridicare la patrat si inmultire, devine

(n(5) +2magy gy +om(y) )~ (n () +2magy g, +om()) )

4.37
+22<a da 03 (8a8ﬁ 8a86) 8a8ﬁ) (437)
Worar "\ azay T ayaxz) T8y by
Din (4.26), (4.36) si (4.37) rezulta
C11 — C22 + 2i612 =0. (438)

Insa, o functie complexa este nuld daca si numai dacd partea reala si partea imaginara sunt nule, astfel ca din
(4.38) obtinem c11 = ¢a2 si ¢12 = 0.
Daca impartim cu c;1, ecuatia (4.25) se scrie sub forma canonica

0%u 82

852 + ou 8u>

H3(§ n,u "¢ o)’

unde functia necunoscutd este u = u(&,n).
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Solutie. Avem a2y — ajjaze = —2%y? < 0, deci ecuatia este de tip eliptic. Ecuatiile (4.29) corespunzitoare
sunt
dy (=1%i)y
de x

Integrand ecuatia diferentiala ordinara de ordinul intai corespunzatoare semnului plus, gasim

In(zy) —ilnx = ¢,

de unde deducem ca trebuie efectuata schimbarea de variabile { ¢ Tl Y Aplicand teoria dezvoltata mai
=lInz.
sus pentru calculul derivatelor partiale de ordinele intai si doi, gésin? expresiile:
ou 1 Ou 1 Ou
e w ooy
Ou 1 0u
dy oy 0
0*u 1 0w 2 0%u 1 *u 1 Ou 1 Ou
oE T @ oE T w @ op @ o @ o
0%u 1 0%u 1 0%
dxdy ~ wy 0wy 0coy
0%u 1 0% 1 Ou
T F @

Din a doua relatie a schimbarii de variabile deducem x = e", pe care daca o folosim in relatia precedenta

0%u  O%u ou

gésim ci expresia canonicd a ecuatiei considerate este — + — — > . — = 0. [ |

aez " o2 o€

Solutie. Deoarece a2y — ajjaze = —(1 + x2)(1 + y?) < 0, rezultd ca ecuatia este de tip eliptic.
Ecuatia caracteristica atasata
dy\ 2
1+a?)(52) + (1 +y?) =0,
(1+22) (W) 1 (14 y)
care se mai poate scrie in forma (1 + 22)(dy)? + (1 + y?)(dz)? = 0, este echivalentd cu ecuatiile diferentiale

dy . dx
=1 ) .
Vit V1t a? { In(y++/14y?) —iln(z+V1+22) =c,
sau

dy — da In(y++14+y?) +iln(x+ V14 22) = co,
V1+y? V1422
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unde ¢; si co sunt constante arbitrare.

E=In(y+1+y?
Se efectueaza urmatoarea schimbare de variabile ( ) Se calculeaza derivatele partiale
n=1In(z+v1+22).
si se obtine:
ou 1 ou_
Ox V1+F 220’
ou 1 ou
dy V14 g2 0¢
Pu 1 0%u x ou
0x2 14220 (1+a22)VI+a20n
0%u B 1 d%u Y ou
dy? L+y2 062 (1+44y2)\/1+y2 08
< : : . o . 0Pu | DPu :
Inlocuind derivatele partiale in ecuatia initiald, obtinem forma canonica 8_52 + 2 = 0. Pentru integrarea
Ui

ecuatiei canonice, se cauta solutii de forma u(&,n) = e?TH1. Aceasta functie este solutie a ecuatiei canonice
daca AN+ p?=0 sau \=dip.
In acest mod, am determinat doud solutiile particulare a1 (&, m; A) st wa(€,m; N), unde

iy (&,m; ) = eMEFM = eA(cos A + i sin An),
(&, m; A) = NI = e (cos Ay — i sin An).

iar A\ este o constanta reala arbitrara, care insa sunt functii complex conjugate.
Datorita faptului ca ecuatia canonica este liniara, rezulta ca functiile reale

a1 (&,m A) + @2(&,m; )
2 b

a1 (&, m; ) — w2 (&, m; \)
2

ur(§,mA) =

uz(§,m5A) =
sunt de asemeni solutii. Efectuand calculele, gasim

ur(&,m; \) = e cos A,
ua(&,m; ) = e sin A

Prin verificare directa se constata ca orice functie de forma
u(&,m; \) = e (Fl()\) cos A\n + F»(A) sin )\n),
unde Fj(A) si Fo(A) sunt functii arbitrare, este de asemeni o solutie a ecuatiei canonice. Parametrul A poate

lua orice valoare reala.
Folosind principiul superpozitiei, deducem ca solutia generala a ecuatiei canonice este

u(§,n) = / - e (Fl(A) cos A 4 Fy()\) sin An) dX.

— 00

Revenind la variabilele initiale = si y, gasim ca solutia generala a ecuatiei considerate este

u(x,y):/+Oo(y+\/1+y2)>\(F1()\)cos()\ln(:c+ 1+ 22)) + Fo(\)sin (Aln (x + 1+x2)))d>\,

unde Fy(A) si Fp(A) sunt functii reale arbitrare absolut integrabile pe axa reala. [ |



Capitolul 5

Ecuatii cu derivate partiale de tip
hiperbolic

5.1 Ecuatia coardei vibrante

Se considera un fir flexibil pentru care lungimea este dimensiunea predominanta, celelalte fiind neglijabile, numit
in cele ce urmeaza coardd elastica. Sa presupunem ca

a) in pozitia de echilibru, coarda ocupa segmentul OA pe axa Ox;
b) prin aplicarea unei forte, coarda executa oscilatii in planul vertical zOu;

¢) in timpul vibratiei, fiecare punct al coardei executad oscilafii verticale pe o dreaptd perpendiculara pe
pozitia de echilibru.

Fie o coarda elasticd omogend, de lungime ¢ care, in repaos, ocupa pozitia segmentului OA pe axa Ozx.

Prin aplicarea unor forte, coarda executa vibratii in planul xOuwu.

Fie M un punct arbitrar al coardei si My(z) pozitia sa de repaos. Sa presupunem ca punctul M, in
migcare, raméane intr—un plan perpendicular pe OA. Deplasarea de la My la M depinde de z si de timpul ¢. Se
demonstreaza ca daca u = u(z,t) reprezinta deplasarea punctelor coardei fatd de pozitia de echilibru (elongatia
coardei), masurata in punctul de abscisd = € [0, £], la momentul ¢ > 0, atunci u(z,t) verificid ecuatia

1 0%u  0%u
—— — =— = f(t,z), acR. (5.1)
a? ot2  Ox? ftx)

Ecuatia (5.1) se numeste ecuatia neomogend a coardei vibrante sau ecuatia undelor unidimensionale. Aceasta
ecuatie se intalneste in studiul propagarii undelor elastice cum ar fi cele acustice, optice, electromagnetice si din
acest motiv se mai numeste ecuatia undelor sau ecuatia propagarii undelor elastice.

T
Constanta a? are valoarea a?> = —, unde Ty este marimea algebric& a proiectiei ortogonale pe axa Ox a

vectorului tensiune In coarda aflata iﬁ repaos (pozitia de echilibru) si p este densitatea materialului din care
este confectionat firul extensibil, presupus omogen, adicd masa unei unitdti de lungime a coardei, iar f(¢,x)
este marimea algebrica a rezultantei fortelor exterioare.
Se spune despre o coarda ca este infinitd daci lungimea ei este foarte mare in comparatie cu elongatiile
maxime. Un fir de telegraf foarte lung poate servi ca exemplu de coarda infinita.
Ecuatia
1 0%u 0%u
a? 0tz 0z
se numeste ecuatia omogend a coardei vibrante.
Din considerente practice, solutiile ecuatiei (5.1), sau (5.2), vor trebui sa verifice si alte conditii suplimentare.
De exemplu, in cazul in care u(t, ) reprezintd vibratiile unei coarde elastice, omogene, fixata la capete, vom
avea conditii la limita de forma:

—0, acR, (5.2)

u(t,0) =0; u(t,£)=0. (5.3)

85
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Integrarea ecuatiei coardei vibrante consta in a—i determina unul din modurile posibile de vibratie descris
de functia u(¢, x) mod care va fi bine determinat numai daca se cunosc apriori pozitia iniiald si viteza initiald
coardei, numite conditiilinitiale:

du

ot (t, 2)|t=0 = Y(x). (5.4)

u(t, ) |t=0 = @(x);

Aceasta Inseamna ca in timpul vibratiei realizate prin modul pe care vrem sa—1 determiniam, vom cunoagte
in fiecare moment ¢ > 0 pozitia punctului de pe coarda, de abscisa x, daca la inceputul migcarii, In momentul
t = 0, este datd pozitia fiecarui punct al coardei prin plasarea sa pe graficul functiei p(x), precum si distributia
vitezelor fiecarui punct al acestui grafic prin valorile functiei ¥ (x).

Conditiile (5.4) se numesc conditii initiale ale problemei Cauchy pentru coarda vibrantd.

Deci, ¢(x) ne da profilul coardei la momentul initial, iar ¢(x) ne d& viteza cu care vibreaza punctele coardei
la momentul ¢ = 0.

Daca coarda este de lungime infinitd, se pune problema determinarii functiei v : R x [0, 00) — R care verifica
ecuatia (5.1) cu conditiile initiale (5.3). Pentru aceasta existd doud metode: metoda lui d’Alembert' si metoda
separdrii variabilelor sau metoda lui Fourier 2.

In cele ce urmeazi vom studia cazurile cand coarda vibranti este finiti sau infinita, iar ecuatia ei este
omogena sau neomogena.

5.2 Metoda lui d’Alembert de integrare a ecuatiei omogene a coar-
dei vibrante infinite

Fie coarda vibrantd de lungime infinita ale crei elongatii satisfac ecuatia de tip hiperbolic (5.2) In multimea
R x [0,00) C R?, la care se adauga conditiile initiale

ou

u(0,2) = p(a); 5 (0,2) =b(x), VoeR (55)
Ecuatia caracteristica corespunzatoare, data de
dt\ 2
a?(—) —1=0, (5.6)
dx
este echivalenta cu
dt t +
o= =TT at+x =0
dx a a
dt 1 t—l at —x = cs.
_— = - =—-r+cy
dr a a

Prin urmare, curbele caracteristice ale ecuatiei omogene a coardei vibrante sunt drepte.
Conform teoriei prezentate, efectuam schimbarea de variabile

E=x+at
n=o—at (5.7)

1d’Alembert, Jean le Rond (1717 — 1783), matematician, fizician si filozof francez. Rezultatele sale din domeniul matematicii,
in particular cele legate de rezolvarea ecuatiilor cu derivate partiale, au gasit aplicatii imediate in fizica si astronomie. Mai multe
notiuni din matematica si fizicd au primit numele sdu: metoda lui d’Alembert pentru rezolvarea ecuatiei propagarii undelor si
formula lui d’Alembert care exprima solutia acestei ecuatii, principiul lui d’Alembert privitor la fortele si acceleratiile unui sistem
de particule, teorema lui d’Alembert legatd de numarul radacinilor unui polinom in multimea numerelor complexe, criteriul lui
d’Alembert de convergentd a unor serii etc.

2Fourier, baron Joseph (1768 — 1830), matematician francez. Studiind propagarea cildurii, el descoperi seriile trigonometrice
cunoscute drept serit Fourier, puternic instrument matematic. A fost membru al Academiei Franceze de Stiinte.
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Aplicand regulile de derivare ale functiilor compuse, gasim ca derivatele partiale de ordinul al doilea, nemixte,
ale functiei necunoscute sunt date de

u  0%*u *u  0%u
_— = —} 22— + —
0x?  0&2 0&0n  On?
Pu 4 r0% Pu  0*u
Pu_ p(Fu_, 0 oy
og? oson - on?
Inlocuind (5.8) in (5.2) se obtine
Pu
oo
care reprezintd forma canonica a ecuatiei omogene a propagarii undelor.
Ecuatia (5.9) se mai poate scrie in forma
0 (0
9 (ouy _,,
In \9g

depinde doar de variabila &, adica

0, (5.9)

du
9¢

din care deducem ca derivata partiala

Ju
28— 1o, 5.10
=10 (5.10)
unde f(&) este o functie arbitrard, care admite primitive.
Prin integrarea ecuatiei diferentiale (5.10) gasim

u(&,n) = h1(€) + ha(n),

unde hy este o primitiva a functiei f, iar ho este o functie arbitrara.
Revenind la vechile variabile, se obtine

u(x,t) = hi(z + at) + hao(x — at), (5.11)

care reprezinta solufia generald a ecuatiei omogene a coardei vibrante.
Impunand functiei (5.11) s& satisfaca conditiile initiale (5.5), deducem ca functiile hq i hs trebuie sa satisfaca

sistemul
hi(z) + ho(z) = ¢(z)

5.12
%d)(m). (512

hi(2) = hy (@)

1
Scriind cea de a doua ecuatie din (5.12) in forma A} (1) — h4(7) = —(7) si integrand aceasta egalitate intre
a
limitele O si z, obtinem
1 x
hi(z) — hao(z) = c+ 5/ W(r)dr, (5.13)
0
unde constanta c reprezinta valoarea in x = 0 a functiei hy — ho.

Considerand (5.13) si prima ecuatie din sistemul (5.12), constatdm ca functiile hy si ho se determing din

sistemul
hi(x) + he(x) =

hi(z) — ha(x)

p(x)
z 5.14
C+é/o P(r)dr. (5:14)

Rezolvand sistemul (5.14), gasim pentru valorile functiilor h; si he expresiile

1 1 [* c
hi(z) = Se(@)+ - [ P(r)dr+
i 2a /0 2 (5.15)

ha(a) =2¢m—;A%wm=;
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Pentru a determina solutia problemei Cauchy pentru coarda vibranta infinitd, adica solutia in R x [0,00) a
ecuatiei liniare omogene cu derivate partiale de ordinul al doilea de tip hiperbolic (5.2) care sa satisfaca conditiile
initiale (5.5), avem nevoie de valorile functiilor h; si he in respectiv punctele x + at si  — at. Din (5.15), avem

1 r+at
hi(x +at) = ftp(x—l—at)—&——/ w(T)dT—‘rE
2 2 J, 2
1 R (5.16)
c
ho(x —at) = iap(r —at) — %A Y(T)dr — 7

Solutia problemei Cauchy pentru coarda vibrantid infinitd se obtine atunci din (5.11) si (5.16) si se vede

simplu c& se poate scrie sub forma

u(z,t) = %((p(x +at) + o(x — at)) + — /Hat P(r)dr. (5.17)

2a r—at

Relatia (5.17) este denumitd uneori formula lui d’Alembert.

5.3 Metoda alternativa de deducere a formulei lui d’Alembert

De data aceasta, coardei vibrante infinite 1i vom spune coarda elasticd infinita. Consideram o coarda elastica
suficient de lunga incat sa putem presupune ca are lungime infinita. Sub actiunea unor factori externi, coarda
vibreaza. La momentul ¢ = 0 configuratia corzii este graficul functiei f(z) definita pe intreaga axa reald. La
momentul ¢ > 0, datorita vibratiilor, configuratia corzii este alta, si zicem u(x,t).

Functia u = u(x,t) se numeste sageata.

Presupunem ci se cunoaste viteza g(z) cu care se schimba forma corzii la momentul ¢t = 0, deci cunoagtem
valoarea in punctul (z,0) a derivatei partiale in raport cu variabila temporara ¢ a functiei u(z,t).

Din teoria elasticitatii se stie ca legea dupa care vibreaza coarda este

1 0%u 0%u

S gu g (5.18)
a? Ot? 0z

Ne propunem sa se determinam printr—o alta metodd pozitia corzit la orice moment §i in orice punct al ei.
Problema pusi se reduce la determinarea acelei solutii u(z, t) a ecuatiei (5.18) care satisface conditiile initiale

u(z,0) = f(z), =z € (—o0,00), (5.19)
%(¢ 0) =g(x), x€ (—o0,00) (5.20)
8t ’ =49 ’ ) . :

Astfel, avem de rezolvat o problema de tip Cauchy pentru ecuatia diferentiala (5.18) cu conditiile initiale
(5.19) si (5.20).

Pentru aceasta, vom inmulti ecuatia cu e ~%® dupa care integrim in raport cu = de la —oco la +o0.

Derivarea partiala in raport ¢ comuta cu integrarea in raport cu x, astfel ca putem scrie

9 +oo +oo 92
a €T

— 00 — 00

In membrul drept al relatiei (5.21) se aplici urmétorul rezultat de la transformata Fourier

Teorema 5.3.1. Dacd primele r — 1 derivate ale functiei f : R — R tind la zero cand |t| — oo iar f()(t) este
absolut integrabila, atunci
o0 drf

\/% [ = (e ™dt = (iu)" F(u). (5.22)
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Aplicand Teorema 5.3.1, obtinem ecuatia

1
a? dt?

(&) + €U ) =0, (5.23)

unde functia U(&, t) este transformata Fourier a functiei u(z,t).

In felul acesta, cu ajutorul transformatei Fourier am inlocuit ecuatia diferentiala cu derivate partiale (5.18)
cu ecuatia diferentiala ordinara (5.23).

Conditiile initiale (5.19) si (5.20) se transforma respectiv in

vien = [ jwe e = Fe (5.24)

0= x)e r = : .
+oo

%(g,o) _ \/%? /_ gla)e® dr = G(O). (5.25)

Astfel, avem de rezolvat o problema de tip Cauchy pentru ecuatia diferentiald ordinara de ordinul doi, liniara,
(5.23) cu conditiile initiale (5.24) i (5.25).
Un sistem fundamental de solutii al ecuatiei (5.23) contine functiile

Ui(&,t) = cosalt, Us(&, t) = sina&t.

Atunci, solutia generald a ecuatiei (5.23) este

U(&,t) = C1UL(&, 1) + C2Ua(€, 1) = C cos agt + Cy sinagt

unde constantele de integrare C; si Cs sunt functii de &. Insi,

U(E,0) = C1(6) = F(©), % (6,0) = a€Ca(6) = GL&).

Daca folosim relatiile lui Euler, rezulta ca expresia lui U(&, t) este

U(&,t) = %F(f)(ei‘”g + e7iate) 4 ;fg(eiatf ) (5.26)

Aplicand transformarea Fourier inversa functiei U(€,t), obtinem
1t -
w(z,t) = — U(&,t)e"™s dE. 5.27
@)= o= [ Ulenea (5.27)
Inlocuind in (5.27) pe U(&,t) din (5.26) si tindnd cont de rezultatele

L /+OO F(f) ei(ziat)é d¢ = f(l‘ + at) g(u) — L /+oo G(f)eiu5d§
\/ﬂ —00 ’ m oo ’

[ a2 [T [T e an)ae =

1 e G(g) i(z+at)é i(x—at)€
= 7271_/_OO Zf (6 +e )df,

regasim solutia de la paragraful precedent

xz+at
u(a:,t)zé(f(x—i-at)—kf(a:—at))—‘—%/ g(u) du.
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5.4 Unicitatea solutiei problemei Cauchy pentru coarda vibranta
infinita

Metoda lui d’Alembert dezvoltata in subsectiunea precedenta demonstreaza in fond existenta solutiei problemei

Cauchy pentru coarda vibranta infinita, nu insa si unicitatea sa.

Teorema 5.4.1. Solutia problemei Cauchy pentru coarda vibranta infinita este unicd.

Demonstratie. Pentru a demonstra unicitatea, presupunem ci existd doud solutii distincte uq(x,t) si ua(x,t).
Datorita liniaritatii ecuatiei (5.2), rezultd ca diferenta celor doud solutii

u(x,t) = ul(x7t) - UZ(xat)
este de asemenea o solutie a ecuatiei cu derivate partiale (5.2), care insa satisface conditii initiale identic nule

ou
0)=0, —(z,0)=0
u(,0) =0, Zi(z,0) =0,
ceea ce Inseamnd ci functiile ¢ gi ¢ din (5.5) sunt identic nule.
Conform formulei lui d’Alembert (5.17), solutia problemei Cauchy a coardei vibrante infinitd, cu conditii
initiale nule, este functia identic nuld, deci u(x,t) =0, V(x,t) € R x [0, 00). q.e.d.

Observatia 5.4.1. Solutia problemei Cauchy pentru coarda vibrantd infinita este unica si este data de formula
lui d’Alembert (5.17).

Solutie. In acest caz, a = 3, o(z) = 22, Y(x) = 322,
Aplicand formula lui d’Alembert (5.17), gasim ca solutia problemei Cauchy este

(z+3t)* + (x — 3t)? L1 /x+3t
x

u(z,t) = 3r¥dr

2 6 Jo—st
sau

u(z,t) = o + 322t + 9t* + 9>

5.5 Metoda separarii variabilelor de integrare a ecuatiei omogene a
coardei vibrante finite

Prin coarda vibranta finita se intelege un fir dintr—un material extensibil, omogen, fixat la capetele x = 0 si
x = ¢, unde ¢ este lungimea coardei. Prin urmare, in pozitia de echilibru, coarda ocupa segmentul [0, ¢] de pe
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axa Oz a reperului cartezian xOu.
Se noteaza cu u(x,t) abaterea in punctul z, la momentul ¢, de la pozitia de echilibru.
Problema care se pune consta in determinarea solutiei ecuatiei omogene

1 0%u  0*u
i g 5.28
a2 Ot? Ox2 O’ (l‘,ﬁ) € [va] X [O7OO>7 ( )
care sa satisfacd conditiile la limita
u(0,t) =0,
YVt e [0,00) (5.29)
u(l,t) =0,
si conditiile initiale
u(z,0) = o(z),
ou YV e [0,/]. (5.30)
7(1’) O) = 1/’(93)7

ot
Pentru problema (5.28) — (5.30) se cauta solutii de forma
u(z,t) = X(x) - T(t), (5.31)

unde X (z) si T'(¢t) sunt functii care urmeaza sa fie determinate astfel incat ecuatia (5.28) sa fie satisfacuta si
conditiile (5.29) si (5.30) s& fie indeplinite.
Derivatele partiale nemixte de ordinul al doilea ale functiei v din (5.31) au expresiile

% =X"(z) - T(t)
924 (5.32)
o X(z)-T"(t).
Inlocuind (5.31) in (5.28), obtinem relatia
X(x) - T"(t) — a*X"(x) - T(t) = 0, ¥ (x,t) €0,£] x [0,00),
care se mai poate scrie in forma
"y _ X g (5.33)

a?T(t)  X(x)
unde k£ nu poate fi decat o constanta, deoarece trebuie sa fie egald cu valoarea unei functii numai de x, pe de o
parte si simultan cu valoarea unei functii numai de ¢, pe de alta parte, variabilele z si ¢ fiind independente intre
ele.
Egalitatile (5.33) sunt indeplinite dacé:

X"(x) — kX (x) = 0; (5.34)

T"(t) — ka*T(t) = 0. (5.35)

Observam ca conditiile la limitd (5.29) sunt echivalente cu relatiile

X(0)=0, X()=0. (5.36)

Relatia (5.34) constituie o ecuatie diferentiald ordinar, liniara, de ordinul al doildea, cu coeficienti constanti
a carei ecuatie caracteristics r2 — k = 0 are radécinile 7| = NG siTy = k.

Distingem trei cazuri.

Cazul I, in care presupunem k > 0, ceea ce inseamna ca radacinile caracteristice sunt reale si distincte, iar
solutia generala a ecuatiei (5.34) se scrie sub forma

X(z) = clem/% + C2e_x\/E (5.37)



92 Jon Craciun Gheorghe Barbu

céreia impunandu—i conditiile initiale (5.36), obtinem sistemul liniar i omogen

c1+co =0,

clez\/E + 026’5‘@ =0,
pentru determinarea constantelor ¢ §i c3. Determinantul acestui sistem este nenul, ceea ce arata ca singura
solutie este cea banald ¢; = ¢ = 0, care nu convine deoarece atrage dupa sine X (x) = 0 si deci u(z,t) = 0.
Interpretand acest rezultat ajungem la concluzia ca toate punctele coardei raman tot timpul nemigcate, adica,
in acest caz coarda nu ar executa nici un fel de vibratii, ceea ce contrazice conditiile initiale.

Cazul II, in care presupunem k = 0, ceea ce Inseamna ca ecuatia diferentiald (5.34) se reduce la X (z) =0

care are solutia generala
X(x)=1c1 2+ ca. (5.38)
Impunand solutiei (5.38) si satisfacd conditiile initiale (5.36) gésim si de aceasta data ca ¢; = co = 0, care
conduce la concluzia X (z) = 0 si implicit la solutia u(z,t) = 0, rezultat care contrazice conditiile initiale (5.30),
in sensul ca acestea nu sunt satisfacute.
Cazul III: k < 0. In acest caz, putem nota k = —v? gi ecuatia diferentiald (5.34) va avea forma

X"(x) + 12X (x) = 0. (5.39)

Ecuatia caracteristica corespunzitoare ecuatiei diferentiale (5.39) este r? + v? = 0, iar radacinile acesteia sunt
r1 =1V §i 79 = —iv, ceea ce atrage ca

X(z) =¢1 - cosva + cg - sinve (5.40)
este solutia generald a ecuatiei diferentiale (5.34), in care k = —v2. Impunand solutiei generale (5.40) conditiile

initiale (5.36), gésim
C1 = 07
co - sinvf = 0.

Neputand lua varianta ¢; = ¢o = 0 din aceleagi motive ca mai sus, ramane sa impunem conditia sin v¢ = 0,
care conduce la ¢ = nm, unde n € IN*.
Agadar, valoarea lui v depinde de n, motiv pentru care pe viitor va fi notata prin v, astfel cd

Vp = Ta n = 1a2 )
iar pentru k vom avea valorile
nm 2
ky, = —(7) . n=12, .. (5.41)

In concluzie, solutia ecuatjiei diferentiale (5.39) care satisface conditiile la limitd (5.36), pe care o vom nota
de aici inainte prin X, (x), este

Xn(x) =sin %x, ne N (5.42)

S& ne intoarcem acum la ecuatia diferentiala (5.35), in care pentru k ludm valorile (5.41), adica la ecuatiile
diferentiale ordinare, de ordinul al doilea, liniare gi omogene

" o (VT 2 *
T"(t) +a (7) T(t)=0, neN*. (5.43)
Pentru fiecare n € IN*, solutia generald corespunzétoare ecuatiei (5.35) este
T, (t) = a, cos %t -+ b, sin n—gat, (5.44)

unde a,, si b,, n € IN*, sunt deocamdata constante reale arbitrare.
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Introducand (5.42) si (5.44) in (5.31) constatdm ca

un(x,t) = (an cos ?t + by, sin %t) sin %x, ne IN* (5.45)

sunt solutii ale ecuatiei coardei vibrante de lungime finit& (5.28) care satisfac conditiile la limita (5.29).
Suma tuturor acestor solutii, in cazul cand aceasta existd, este de asemeni o solutie a ecuatiei (5.28) care
satisface conditiile la limita (5.29). Notand aceasta suma cu u(zx,t), avem ca functia

o0
nwa . nwa )\ . nw
u(x,t) = Z (an cos Tt + by, sin Tt) sin —-, (5.46)
n=1
unde coeficientii a,, si b,, n € IN*, sunt deocamdatéa constante reale arbitrare, este solutie a ecuatiei (5.28) care
satisface conditiile la limita (5.29).
Seria (5.46) poate fi derivatd partial termen cu termen, iar derivata partiald a functiei suma in raport cu

variabila ¢ este -
0
8—1;(1:, t) = % nE:I n( — ay sin %t + by, cos ?t) sin 71771'1: (5.47)

Determinarea acestor coeficienti va rezulta in urma impunerii conditiilor initiale functiei u(x,t), definita ca
fiind suma seriei de functii trigonometrice (5.46), iar seria cu acesti coeficienti astfel determinati va defini solutia

Impunénd solutiei (5.46) prima conditie initiald (5.30) se obtine
> nw
Z ap sin 5= o(x), (5.48)
n=1
iar daca folosim (5.46) si cea de a doua conditie initiald din (5.30), deducem

777;1 Z nb, sin n77r$ = Y(x). (5.49)
n=1

Din (5.48) si (5.49) se observa ca a, si b, sunt coeficientii Fourier ai dezvoltarii functiilor ¢(z) si ¥(z) in
serii Fourier, mai precis:

2 Z
apn, = —/ p(x) sin L dx; (5.50)
l Jo 14
9 1t
by =— [ ¥(x)sin "y da. (5.51)
nmwa 14

Deci, solutia ecuatiei omogene a coardei vibrante de lungime finita (5.28) care satisface conditiile la limita (5.29)
si conditiile initiale (5.30) este datd de suma seriei trigonometrice (5.46), unde coeficientii a,, si b, sunt dati de
(5.50) si respectiv (5.51).
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Solutie. Se cauta solutia de forma

Z (an cos —t + b, sin n;mt> sin %x, (5.52)
n=1
unde
/2<>'””d b= — ¢()'md
ap = z) sin —xz dux, n = —— sin —z dx.
0 7 2 nwa 2

Functia () fiind identic nuld pe compactul [0, 2], rezultd ca b, = 0. Coeficientii a,, se obtin inlocuind pe
@(x) care este egal cu x, daca = € [0,1) ¢i 2 — z, daca z € (1,2]:

nm

1 2
8
an:/O xsin%xdx—i—/l (2—x)sin%xdw=wsin7,

sau
0, daca n =2k,

Ay = 8
nem

Inlocuind in (5.52) valorile gasite ale coeficientiolr a,, si b, se obtine solutia problemei la limita cu conditii
initiale, care are expresia

8 — a(2k+ )wt . nw
—22 2k+1 n €08 —————— -sin -z, z €10,2].

5.6 Integrarea ecuatiei neomogene a coardei vibrante finite cu con-
ditii la limita omogene
Coarda de lungime ¢ executa oscilatii intretinute sau fortate atunci cand nu este lasata sa vibreze liber, asupra

sa actionand o forta perturbatoare f(z,t), in fiecare punct x al ei si la orice moment ¢ > 0, faicdnd—o s& vibreze
continuu. Ecuatia coardei vibrante va fi in acest caz neomogena si va avea forma

1 9% g

gz g = @D, (1) €[0,4 x[0,00), (5.53)

unde f(x,t) este o fortd exterioard datd pe unitatea de masa a coardei si perpendiculard pe axa Oz.
Intentiondm si determindm solutia ecuatiei (5.53) care s verifice:

a) conditiile la limita

b) conditiile initiale

u(z,0) = ¢(z)
ou Ve 0,/]
E('xao) = ¢($),

Datorita liniaritatii ecuatiei coardei vibrante, incercdm s& determindm u(x,t) ca suma de doud functii
u(w,t) = up(,t) +v(z, 1),

unde v(z,t) sa fie solutia ecuatiei omogene care s satisfaci aceleasi conditii la limita si aceleasi conditii initiale
ca i functia u(z, t), iar u,(z, t) sd fie solutia ecuatiei neomogene a coardei vibrante de lungime finitd, cu conditii
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la limitd si initiale nule. Prin urmare, u,(x,t), cireia ii vom spune solutie particulard, este solutia urméatoarei
probleme la limita cu conditii initiale:

1 02 Up 5‘2up

= f(z,t), (z,t)€0,4] x[0,00);

a2 02 Oa?
up(0,8) =0
g Vte0,T]
up(¢,t) =0,
up(x,0) =0
o Ve lo0,4].
(@0 =0,
ot
Din rezultatele prezentate anterior, se stie ca
> nmwa \ . nw
Z (an cos %4 4+ b, sin 7 t) sin —-a, (5.54)
unde .
2
an = z/o o(z) sin n%x dz;
2 ..nmw *
b, = — w()sm—xd:ﬂ, nelN".
nmwa L

Pentru aflarea solutiei particulare u,(z,t) se utilizeazd metoda separarii variabilelor, ludnd
o0
Z sm x, (5.55)

care verificd conditiile la limitd, deoarece pentru & = 0 si 2 = ¢ se anuleazi fiecare termen al seriei (5.55).
Cunoagterea lui u,(z,t) cere insd determinarea girului de functii T),(¢), care se va realiza din conditia ca
up(x,t) din (5.55) s& verifice ecuatia neomogena a coardei vibrante, adica din conditia

%) - 82 -
n; (%Tn,,(t) sin "o — Tn(t)@(sm ) = flab). (5.56)

In continuare, presupunem ca f(z,t) este dezvoltabild in serie Fourier numai de sinusuri, adicd are loc
identitatea

Fz,t) = ;bn(t) sin "7% Vo €[04, Vte0,00), (5.57)

unde ,
2
bn(t) = f/ f(x,t)sin M o da.
¢ Jo 1

Inlocuind (5.57) in (5.56), obtinem identitatea

> 2
Z (Tn//(t) + (?) T, (t)) sin —m =a? Z b ( sm .13, Va e 0,4, Vte]|0,00). (5.58)
n=1
Deoarece functiile y,, = sin n—;x sunt independente functional, din (5.58) rezulta
2
T,"(t) + (?) To(t) = a®bu(t), ne IN*. (5.59)
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Egalitatile (5.59) reprezintd ecuatii diferentiale liniare, neomogene, de ordinul al doilea, cu coeficienti constanti.

Ecuatiile omogene asociate ecuatiilor (5.59)

nma

/) + ("50) T =0, nen (5.60)

au ca ecuatii caracteristice, ecuatiile de gradul al doilea
9 nma\ 2 “
e+ (7) =0, ne N7,

cu radacinile complex conjugate

.nma nmwa
r=1i—, To = —1

I l
carora le corespund sistemele fundamentale de solutii

T, = cos ?t, To = sin n—gat, neIN". (5.61)

Folosind solutiile (5.61), construim solutiile generale T, ale ecuatiilor omogene asociate (5.60)

Tho(t) = au, cos ?t + By sin ?t, neN", (5.62)

unde a,, si G, sunt constante reale arbitrare.
Solutiile generale ale ecuatiilor (5.59) sunt astfel

T (t) = Tho(t) 4+ cn(t) = @y cos ?t + [y, sin ?t +cn(t), neIN*, (5.63)

unde ¢, (t), n € IN*, sunt solutii particulare ale ecuatiilor neomogene (5.59).

Observatia 5.6.1. Integrarea ecuatiei coardei vibrante de lungime finita s—a facut cu conditii la limitd omogene.

5.7 Integrarea ecuatiei neomogene a coardei vibrante finite cu con-
ditii la limita neomogene
Consideram urmatoarele functii
00,4 x[0,T) =R, feC%0,4 x[0,T]);
g,h:[0,T] = R, g,h € C?([0,T));
0,9 : 0,4 - R, .1 € C°([0,4])
si problema la limita cu conditii initiale in care se cere determinarea functiei
uw:[0,4 x [0,T] = R, wueC*]0,4 x [0,7T)),
ce sa satisfaca ecuatia cu derivate partiale de tip hiperbolic

2 2
L T = J), (@ hef0,0x[0,T) (5.64)
conditiile initiale
u(@,0) = ¢(z),
P Va e 0,/ (5.65)
o (@.0) = (),
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si conditiile la limita

Vte[0,T].
u(l,t) = h(t),

97

(5.66)

Urmatoarea teorema reduce rezolvarea acestei probleme la limita cu conditii initiale la o problema de acelagi

tip, dar cu conditii la limita omogene. In prealabil, introducem urmaétoarele functii:
* _ - i 1 Ty .
frat) = f@t)——(d"O+ 500 -g'®);
x
e @) = el@) = (900)+F(h0) —g(0));

W@ = @)= (90 + S0~ g(0).

Teorema 5.7.1. Dacd u*(z,t) este o solufie a ecuatiei

1 9%u*  O%u*

a72 o2 - o2 :f*(.'L‘,t), (.%',t) € [O,f] X [07T]7

cu conditiile initiale
’U'*(x70) = w*(m)7

* V€0,
O (2,0) = 0 (a),
si conditiile la limitd
u*(0,t) =0,
vt e [0,T],
u*(4,t) =0,

atunci

Demonstratie. Derivatele partiale de ordinul al doilea, nemixte, ale functiei u(z,t) din (5.71) sunt

Pu  ur

dz2 ~ Ox?
d*u . O*u* " T .y "
O O )+ 20— (1),

Deci 52 52 52 52
10w 0w 10%w 0% 1 Ty onan)
a2 Ot2  0x2  a? o2 0x? i a? (g (t)+ é(h #) -9 (t))) o

= (1) + 5 (o) + S0 (0) — 9" () = £, ),

ceea ce inseamnd ci u din (5.71) este solutie a ecuatiei (5.64).
Studiem daca functia u din (5.71) satisface conditiile initiale.

Pentru aceasta calculam u(z,0) si g—?(m, 0). Avem:
u(,0) = u(@,0)+9(0) + 7(h(0) = (0)) = " (@) + 9(0) + T (h(0) — 9(0) = p(a);
Bw0) = 24 g () + 2O ~g(0) = ¥ (@) + 4 (0) + Z(W(0) ~ o (0) = ¥(a),

deci u verifica conditiile initiale (5.65).

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)
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In plus, avem:
0
u(0,t) = u(0,8) +g(t) + 5(h(t) —g(t)) = g(2);
¢
u(l,t) = u(0,6)+g(t) + 5 (h(t) —g(t)) = h(t),
ceea ce arata ca si conditiile la limita (5.66) sunt verificate.
Mai trebuie precizatd functia u*(z,t).
Pentru aceasta vom utiliza rezultatele stabilite in sectiunea precedenta unde am integrat ecuatia neomogena

a coardei vibrante finita cu conditii la limita omogene.
Se verificd simplu ci functia v*(x,t) data de

u(z,t) = / G(z,t,s)p ds+/ / G(z,T,s)Y )dS)dT+
+ /O (/t_ / G(€,7,5)f* (7, 5)ds ) dr ) dt,

G(z,t,8) = % i sin (k%x) - €oS (QkTTrt) - sin (k%s) (5.73)
k=1

este solutia problemei la limita cu conditii initiale (5.68) — (5.70).
Avaand functia u*(x,t) determinata, rezulta ca solutia problemei la limitd cu conditii initiale (5.65) — (5.67)
este functia u(x,t) din (5.71). q.e.d.

(5.72)

unde

Solutie. Constantele si functiile acestei probleme sunt:

a=2; (=2 flz,t)=t—mz; p@)=z+1; Y@)=2; gt)=1t h{)=t+1. (5.74)

Aplicam teoria prezentata in aceasta subsectiune cu datele mentionate in (5.74).
Pentru aceasta trebuiesc calculate toate functiile indexate superior cu asterix. Avem

frat) = ﬂ%ﬂ—i@%) S () g@ﬂ—i—x——@+§m 0) =t—z
o) = pla)— (90) + 5 ((0) ~ g(0) =a 41~ (04 T -0)) = TE2, (5.75)

Ua) = )~ (00 + 50 0) - m»)—x—( t50-n) =21

Folosind (5.73), in care se introduc primele doua date din (5.74), se determina functia G(w,t,s), iar daca
rezultatul gésit se introduce in (5.72), aflim functia u*(x,t). In final, solutia problemei la limita cu conditii
initiale este data de

u(z,t) = u*(z,t) +t+ g
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5.8 Principiul lui Duhamel pentru determinarea unei solutii parti-

culare a ecuatiei neomogene a coardei vibrante finite

Teorema 5.8.1. Daca pentru fiecare T fizat, notam w(z,t,7) solutia ecuatiei

Lot ot
a2 92  Ox2
care verifica conditiile initiale
w(x7 07 T) = O’
ow

E(x, 0,7) = a’f(z,7)

st conditiile la limita

unde T este un parametru, atunci functia

¢
up(x,t) = / w(z,t — 1, 7)dT
0

verifica ecuatia vibratiilor coardei finite

1 0%u 0%u
2oe o @
cu conditiile initiale omogene
up(x,0) =0
Ouy,

st conditiile la limita omogene

(5.76)

(5.77)

(5.78)

(5.79)

(5.80)

(5.81)

(5.82)

Demonstratie. Functia u, din (5.79) este o integrald depinzand de doi parametri, x si ¢. Conform ipotezelor,
rezulta ca u, este de doua ori diferentiabila, iar derivatele partiale se determina prin formula lui Leibniz de

derivare a unei integrale depinzand de parametru [14][p. 65]. Mai intéi, avem:
0%uy, F 92w
D2 (z,t) = ; W(z,t —7,7)dT.
Apoi,
0 Lo
2 (2,1) = /0 S @t =7, 7) dr +w(,0,1).

Tindnd seama de (5.77), din (5.84) se obtine o noud integrala care depinde de doi parametri
Ouy, * ow
7P t) = -

a @Y= | B

careia, daca 1i aplicam formula lui Leibniz, deducem

32up 92w ow
t = —(x,t — [ — (2, t,0).
o2 (I7 ) 0 o2 (Ta 7-77-) dr + ot (x; 70)

(x,t —T,7)dr,

(5.83)

(5.84)

(5.85)

(5.86)
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Avand in vedere cea de a doua conditie initiald din (5.77), rezulta ca (5.86) devine

0%u t 92w
2(wt) = /0 e, t =7, 7) dr + a2 (). (5.87)

Impunand ca u,(z,t) sa satisfacd (5.80) si tinadnd cont de (5.83) si (5.87), ajungem la

1/, " 9%w " 9%w L
?(a f(m,t)Jr/O W(m,th,T)m')f/o S (@ t=rr)dr = f(a,?)
sau

b1 02w 0w
/0(?W(m’t_ﬂﬂ_w(x’t_TJ))dT:O’

ceea ce este adevirat deoarece w(x,t, T) este solutia ecuatiei omogene (5.76).
Din (5.79) si (5.85) rezulta c& ambele conditii initiale (5.81) sunt indeplinite.
De asemeni, conditiile la limita (5.82) sunt satisfacute deoarece functia w verifica conditiile la limit& (5.78).
Astfel, teorema este demonstrata. q.e.d.

5.9 Ecuatia de echilibru a unei membrane elastice

Se numeste membrand elastica o foaie Intinsa, perfect flexibila si care opune rezistenta la intindere. Lucrul
mecanic efectuat de catre o forta externa, pentru a deforma un sector al membranei, este proportional cu defor-
marea. Coeficientul de proportionalitate 7', indiferent de forma si pozitia acestui sector, se numeste tensiunea
membranes.

Vom deduce ecuatia pe care trebuie sa o verifice o membrana aflata in echilibru, presupunand ca la momentul
initial ea ocupa in planul zOy un domeniu D, marginit de o curba L, suficient de regulata. Fortele elastice
interne produc un lucru mecanic egal si de semn contrar cu cel datorat fortelor externe. Fie f(M) densitatea,
intr—un punct M € D, a fortei perpendiculare pe planul xOy. Sub actiunea acestei forte, membrana trece intr—o
noua stare, descrisa de ecuatia u = u(M), sau u = u(x, y), unde x i y sunt coordonatele carteziene ale punctului
M. Presupunem ca deformarea membranei este mica, ceea ce inseamna ca vom neglija puterile superioare lui

u . Ou . o . .
% si 50 Presupunem in plus cé, sub actiunea fortelor externe, punctele membranei
€z Y
nu se deplaseaza decat pe perpendiculara la planul xOy astfel incat coordonatele x,y ale unui punct arbitrar
nu se modifica.
Lucrul mecanic al fortei externe f(z,y), care a produs deplasarea membranei din pozitia sa initiala (u =

0, M(x,y) € D), in pozitia descrisa de ecuatia u = u(x,y), M(x,y) € D, este egal cu

é/ f(@,y)u(z,y)dzdy.

In decursul deplasarii, variatia ariei membranei este
ou 2 ou 2
// (\/1 + (%(ﬂc,y)) + (@(x,y)) - 1) dzdy,
D
iar lucrul mecanic al fortelor elastice interne este egal cu
ou 2 ou 2 =T ou 2 ou 2
-1 [f (\/ 1t () + (o) -~ 1) dedy~ - [ (Grea) + (5ot0) dody.
D D

Prin urmare, lucrul mecanic total se scrie

A(u) =// (_TT (%(ﬂc,y))2 + (%(m, y))2 + f(%y)U(:my)) dxdy. (5.88)

2 ale derivatelor partiale
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Variatia functionalei (5.88) se exprima prin

0A(u) // (=T (ug0uy + uyduy) + fou) dedy,
D

unde, pentru comoditatea scrierii, am notat derivatele partiale de ordinul intai ale functiei v cu u,, respectiv
Uy.

Conform principiului deplasarilor virtuale, in pozitia de echilibru v = u(x,y) are loc relatia 0A(u) = 0,
pentru toate variabilele admisibile dJu(x,y). Utilizand prima identitate a lui Green (3.86), sau [15][p.137], avem

// (ug0uy + uyduy) + fou) dedy = /L g—zéudsf // V2u du dxdy,
D D

unde n este versorul normalei exterioare la conturul L si — este derivata campului scalar u pe directia

on

versorului n (vezi (3.13)), obtinem

0A(u) = —T/L g—z(mds—k // (TV?u + f)oudrdy = 0. (5.89)
D

Deoarece orice functie indefinit diferentiabila in D si egald cu zero pe frontiera este o functie admisibila,
presupunand cd u(z,y) si f(z,y) sunt suficient de regulate, egalitatea (5.89) implica

TV?*u=—f(z,y), YM(z,y) € D, (5.90)

unde V? este operatorul lui Laplace in doud dimensiuni

0? 0?
ox Jy

Ecuatia cu derivate partiale de ordinul al doilea de tip eliptic (5.90) este denumitd ecuatia de echilibru a
membranei elastice.

In continuare vom stabili conditiile la limita.

a) Dacd marginea membranei este fizatd rigid, nu se produce nici o deplasare a punctelor de pe conturul L
gl prin urmare

u(z,y) =0, VM(z,y)€ L. (5.91)

b) Daca marginea membranei este liberd ea se poate deplasa liber pe suprafata laterald a cilindrului cu
generatoarele perpendiculare pe planul xOy si curba directoare conturul L. In acest caz, du este arbitrara
in D si pe L, iar conditia (5.89) implica

ou

a—n(:{;,y) =0, VM(z,y)€eL. (5.92)

c) Daca marginea membranei este supusd unei forfe cu densitatea liniara f;, integrala curbilinie din (5.89)

se inlocuiegte cu
/ ( — T% + fl)éuds,
L 311

iar du fiind arbitrara de—a lungul lui L, rezulta

Tk (w,9) + filwy) =0, VM(z,9) € L. (5:99)
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d) Daca marginea membranei este fizatd elastic, cu o fortd —ku, unde k exprima rigiditatea legaturii, conditia
la limit& se obtine inlocuind cu = ku pe fi in ecuatia (5.93). Astfel rezulta conditia

%(m,y) + hu(z,y) =0, VM(x,y) € L, (5.94)

k
de h = —.
unde T

5.10 Ecuatia de miscare a unei membranei elastice

Vom stabili acum ecuatia de migcare a unei membranei elastice.
In acest scop, fie u = u(x,y,t) functia care descrie pozitia membranei la momentul ¢. Conform principiului
lui d’Alembert, functia u(x,y,t) este solutia ecuatiei diferentiale

2
Tv2u = _(f(mvyat) - p(may)%(xvyvt))a

2

u
w(m,y,t) este densitatea fortei de inertie.
Asadar, ecuatia de miscare a unei membrane elastice are forma

unde f = f(x,y,t) este densitatea fortei externe, iar p(x,y)

T o9 t
a’V?u —uy = F(z,y,t), unde a?=—, F(z,y,t)= ,M7 (5.95)
p p(z.y)
02
unde pentru derivata partiala secunda in raport cu timpul ¢ am utilizat notatia mai simpla 9 Ut

Din punct de vedere fizic, este clar ca, pentru a descrie oscilatiile in mod univoc, trebuie ca in afara ecua-
tiei (5.95) si a conditiei la limitd (una, oricare, din conditiile a)-d)), sa se precizeze pozitia inifiald (forma
membranei) la momentul initial ¢ = 0 gi vitezele initiale ale punctelor membranei.

Se formuleaza agadar, pentru ecuatia cu derivate partiale de ordinul al doilea de tip hiperbolic (5.95),
urmétoarea problem& la limitd cu conditii initiale: s& se afle o functie u : D x [0,00) — R, de doud ori
diferentiabila in D pentru t > 0, solutie a ecuatiei vibratiilor libere ale membranei elastice, care sa verifice una
din cele cinci conditii la limita a)—d), in care (x,y) trece in (x,y, t), si sd satisfaca de asemenea conditiile initiale

0
u(e,y,0) = p(e,y). 5 (@,9.0) = wlx,y), VM(r,y) € D,

unde ¢ si ¢ sunt functii date.

5.11 Oscilatiile libere ale unei membrane elastice circulare

Scopul acestui paragraf este acela de a gasi oscilatiile libere ale unei membrane elastice circulare de raza R cu
conditii la limita si initiale date. Pentru simplitate, consideram ca data la limita este nula. Deci, problema
constd In gasirea functiei u(r, 0,t), care tine loc de indltimea membranei fata de planul in care s—a ales reperul
polar (r,6), care satisface ecuatia oscilatiilor libere ale membranei scrisd in coordonate polare [9]

1 1
Ut = a? (urr + ;ur + 7’72“09)7 (Ta 9) € (Oa R) x [07 27’1’), (596)

conditia la limita nula
u(R,0,t) =0 (5.97)
si conditiile initiale
u(r,0,0) = f(r,0),
(5.98)
O (1:6.0) = 9(r,6).

unde f si g sunt functii date.
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Pentru a rezolva problema la limitd cu conditii initiale (5.96) — (5.98), reamintim problema vibratiilor libere
ale coardei care a implicat superpozifia unui numar infinit de oscilatii simple.
Daca abordam membrana intr—-un mod similar, vom cauta solutii de forma

u(r,0,t) =U(r,0) - T(t). (5.99)

Expresia (5.99) da forma U(r,0) a oscilatiillor inmultite cu factorul oscilator T(t). Procedand la inlocuire in
ecuatia cu derivate partiale ale oscilatiilor libere ale membranei, ajungem la ecuatiile

V2U + XU =0 (ecuatie de tip Helmholtz), (5.100)

T" +X2a*T =0 (miscare armonici simpla), (5.101)
unde

1 1
VU = Uy + 5 Ur + —Usp
r r

este operatorul lui Laplace in coordonate polare in plan, aplicat functiei U = U(r, 0).
Din sensul fizic al problemei rezulta ci functia U = U(r, ) este o functie periodica de 6, cu perioada 2,
adica
U(r,0) =U(r,0 + 27) (5.102)

i ca aceasta functie este marginita in centrul discului, adica
|U(0,0)] < oo. (5.103)

Sa remarcdm ci de la inceput am presupus constanta de separare si fie negativa (deci, am notat-o cu —\?)
deoarece dorim ca T'(t) sa fie functie periodica.

In urmétoarea etapa, dorim sa rezolvam ecuatia Helmholtz, insa, mai intai, este necesara conditia la limita.
Pentru a afla aceasta, inlocuim (5.99) in conditia la limita (5.97), din care deducem

w(R,0,t) =U(R,0)-Tt)=0, 0<t<oo
sau
U(R, ) = 0. (5.104)
Folosind pentru problema (5.100), (5.102), (5.103), (5.104) metoda separarii variabilelor, avem
U(r,0) = ®(r)- Z(r) (5.105)
si din (5.100) obtinem ecuatiile

" (0) + 2B(0) = 0,

. . (5.106)
1" —
2"(r) + - 2'(r) + ()\ - TQ)Z(T) ~0.
In baza relatiilor (5.103) si (5.104), trebuie si fie indeplinite conditiile
Z(R) =0,
(5.107)
|Z(0)| < oc.
Din (5.102) si (5.106);1 obtinem v = n, unde n este un numar natural, si
D, (0) = A, cosnb + B, sinnb. (5.108)

Efectudnd substitutia Ar = x in ecuatia (5.106)2, necunoscuta devine functie de variabila x, pe care o notam

dz
cu y(z). Daca in egalitatea Z(r) = y(x) derivdm in raport cu r de doud ori gi tinem cont cd — = A, gisim:

dr
Z'(r) = d%,y(l‘) = ;LZ : (j% =y'(z) - X=Xy (2);
21() = 222'0) = 4 (/@) = W) G = @) A= 2y (o)
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Asadar,
Z(r) = y(x),
Z'(r) = My (2), (5.109)
Z"(r) = N2y ().
Dacé folosim (5.109) in ecuatia diferentiald (5.106)2, aceasta devine

22y +ay + (22 -1y =0 (5.110)

in care recunoastem ecuatia diferentiald a lui Bessel [24].
Se stie cd solutia generald a ecuatiei (5.110) este de forma

yl/(x) = CIJu(fE) + C2Yu(x)a

unde J,(z) si Y, (x) sunt functiile lui Bessel de ordinul v, de speta I si IT respectiv [21], [24][Cap. 3].
Revenind la ecuatia (5.106)2, constatdm ca solutia sa generald, in cazul v = n, este

Zn (1) = endn(Ar) + dp Y, (Ar).

Deoarece in vecindtatea punctului z = 0, functia J,, (x) este marginita, iar functia Y,,(z) ete nemarginita, in
baza relatiei (5.107)s rezultd ca d,, = 0. Deci, solutia generald a ecuatiei Bessel (5.106)2 este

Zn(r) = cpdn(Ar). (5.111)

Din conditia (5.104), obtinem J,(AR) = 0. Punind AR = p, obtinem ecuatia J,(u) = 0. Fie kp1, kna, ...,
solutiile ei pozitive, adica
Jn(knm) =0, m=1,2, ... (5.112)
Atunci, din (5.111) obtinem c& functiile
knm
Zn,m(r) = Jn(ir) (5113)

sunt solutiile problemei (5.106)9 si (5.107).
Din relatiile (5.99), (5.101), (5.105), (5.108), (5.113) rezulta ca functiile

k m . kn??
Upm (1, 60,1) = ((Anm cos 2omm + By Sin Lt) cos nb+
R R (5.114)

sunt solutiile particulare ale ecuatiei (5.96), denumite oscilatii fundamentale. Aceste solutii satisfac conditia la
limita (5.97).
Cautadm solutia problemei la limita cu conditii initiale (5.96) — (5.98) sub forma seriei de functii

u(r,0,t) = i f: Ui (1,0, 1), (5.115)

n=0m=1

unde functiile t,,, sunt definite prin formulele (5.114). Calculand derivata functiei v si impunand conditiile
initiale (5.98), obtinem

f(r,0) = i i (Anm cosnl + Cy,p, sin n9) Jn (kj’lfmr) ,
nO:OO mozl (5.116)
g(r,0) = Z Z ak];im (Bnm cosnb + Dy, sin n@) In (k;g” r) ,
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Dezvoltand functia f(r,6) ca functie periodica de 6 in serie Fourier

a | ‘ .
f(r,0) = > + nz_:l o (1) cosnb + B, (1) sinnd,

unde 1
an(r)=— flr,0)cosnfdf, ne N,
™ —T
L (5.117)
Bn(r) == f(r,0)sinnfdfd, neIN*
™ —T
si comparand aceastd dezvoltare cu formula (5.116), rezulta
0[0(7") =2 i AOmJ()(k(ﬂT‘)
m=1 R
m=1 R
> knm
671(7’) = Z CnmJn (?T) .

Pe de alta parte, pentru fiecare n € IN fixat, girul de functii (Jn(knmx)) , unde k,,,,, sunt radacini ale
m>1

ecuatiei J,(z) = 0, este un gir ortogonal cu ponderea x pe intervalul [0, 1], adica

0, pentru q #p

1
T Ip (knpx)Jn (kngx) de =< q (5.119)
A ! ! §J72L+1(knp)7 pentru ¢ = p.

S& notdm generic prin w(r), oricare din functiile membrilor intai din (5.118). Aceastd functie poate fi dez-
voltata in serie Fourier—Bessel

w(r) = ias(}n(lzsr), (5.120)

coeficientii dezvoltarii determindndu—se prin formula

2 R Ens
s = ——5——— Tw(T)Jp | —7 ) dT. 5.121
RQJ,%H(an)/O (7) ( R ) ( )

In continuare vom arita cum se determin coeficientii C,,,. Folosind rezultatele din (5.119) — (5.121), ultima
relatie din (5.118) devine

oo

> i L oS i () = S (Br). nem (5,122
n ns g=1

s=1

T kn . v ~ . T . . .
Inmultim egalitatea (5.122) cu rJ, ( ?pr) dupa care integram intre 0 gi R. In urma acestor operatiuni, folosind
relatia (5.119), obtinem

2

R Fenp
- (7)), P dr.
Rt ), ()

Coeficientii A, se determina asemanator.

Pentru a determina coeficientii By, $i Dy plecam de la dezvoltarea in serie Fourier a functiei g(r, ) si se
urmaéregte rationamentul de mai sus, derulat dupa egalitétile (5.116).

In aceest mod, problema la limita cu conditii initiale este complet rezolvata.

Cnp =
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S& incercam s& determindm solutia problemei (5.96), (5.97), (5.98) intr—un caz particular [18][p. 238] si
anume cand functia u este independenta de variabila 6, situatie frecvent intélnitd cunoscuta sub numele de
problemd azxial-simetricd. Aceasta presupune ca in locul conditiilor (5.98) trebuiesc considerate conditiile

u(r,0,0) = f(r)

ou (5.123)
a(ra 07 O) - 07

ou
cu mentiunea cd nu este nici o dificultate sa consideram si cazul in care a(r, 0,0) # 0. Cu aceste presupuneri,

solutia problemei corespunzatoare devine
u(r,t) = i A Jo(komr) cos komat, (5.124)
m=1
scopul fiind acela de a gasi A,, astfel incat
f(r) = i A Jo(komr)- (5.125)
m=1
Pentru a gasi constantele 4,,, folosim conditia de ortogonalitate (5.119) in care consideram ca n = 0, adica

0, pentru m #q

1
/ rJo(komr)Jo(kogr) dr = (5.126)
0

1
§J12(k:0q), pentru  m = g.

Calculul acestei integrale poate fi gésit in multe cérti despre functii Bessel. De exemplu, [21] este una din cele
mai bune carti de tabele, in care sunt tabelate radacinile functiilor Bessel.

MultiplicaAnd fiecare membru al ecuatiei (5.125) cu rJy(koqr), integrand de la 0 la 1 si folosind (5.126),
obtinem

1 1
Aq/o rJOQ(k‘oqr)drz/O rf(r)Jo(kogr) dr

din care putem determina pentru A, valoarea

A, = 2/1 rF (1) o (kogr) dr ) T2 (kog)s @ = 1,2, . (5.127)
0

Oscilatiie membranei circulare de razad R = 1, independente de unghiul polar 0, sunt descrise de functia u(r,t)
din (5.124), unde coeficientii sunt dati de relatiile (5.127).

Aceasta solutie nu este aga de complicata cum pare la prima vedere. O putem interpreta ca fiind dezvoltarea
conditiei initiale f(r) exprimatd prin suma

fr)y = A1do(korr) + AaJo(koar) + Asdo(kosr) + ...
urmatd de inserarea factorului oscilant cos (konat) in fiecare termen; adica
u(r,t) = A1 Jo(korr) cos (korat) + Az Jo(koar) cos (koaat) + AsJo(kosr) cos (kosat) + ...
De exemplu, oscilatiile membranei circulare, de raza R = 1, cu conditiile initiale

u(r,0,0) = Jo(2.4r) + 0.5J5(8.657),
ug(r,0,0) =0

trebuie sa fie date de
u(r, t) = Jo(2.4r) cos (2.4at) + 0.5J0(8.651) cos (8.65at).
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Probleme de tip difuzie (Ecuatii de tip
parabolic)

6.1 Ecuatia diferentiala a propagarii caldurii

In situatiile in care Intr-o anumita regiune din spatiu temperatura nu este constanta, se produce fenomenul
deplasarii unui flux de caldura de la punctele cu temperatura mai inalta la puncte de temperaturi scazute,
fenomen care poarta numele de propagarea caldurii.

Dupa cum vom vedea in continuare, modelarea matematica a acestui fenomen se realizeaza printr—o ecuatie
cu derivate partiale de ordinul al doilea de tip parabolic. Ecuatia corespunzatoare se stabileste plecand de la
legea lui Fourier. Conform acestei legi, cantitatea de caldura @) care trece in intervalul de timp 0t prin aria
infinitezimala sau elementul de arie 65, interioara corpului considerat, este data de formula

o

Q = —k(x,u)-—(x,t)d50t, (6.1)
On
unde n este versorul normalei la suprafatd in sensul temperaturilor descrescitoare, k(x,u) este coeficientul
conductibilitatii termice, iar u(x,t) este temperatura corpului in punctul de vector de pozitie x = (1, 22, x3) la
momentul ¢. Presupunem corpul izotrop din punct de vedere al proprietétilor termice, prin urmare, k(x,u) nu

depinde de orientarea ariei. Pentru a stabili ecuatia, izoldm in interiorul corpului paralelipipedul [9]
I ={M(&1,82,83) |2 <& <j + x5, j=1,2,3},

cu fetele paralele cu planele de coordonate, si s determinam bilantul sau termicc. Pe baza legii lui Fourier
(6.1), paralelipipedul II, prin fata £ = x1, primeste sau cedeaza cantitatea de caldura

9]
Q' = —k(x, u)a—;l (x,t)dz20x30t,

in timp ce prin fata opusa £ = x1 + dz1, cantitatea de caldura cedata sau primita este

0
Q" = k(rl + 0z, wo, w3, u(x + 6.1:1,.7;2,.773,25)) %(J‘l + 0x1, o, X3, t)0x20230t.
1

Bilantul termic prin cele doua fete opuse va fi suma celor doua cantitati de caldura. Daca aplicam lema
fundamentald a calculului diferential [13], pand la infiniti mici de ordin superior in raport cu dz1, dza, dzs, 0t,
cantitatea totala de caldura Q' + Q" are expresia

0 0
Ql + QH = 67331 (k(X, u)%) (X, t)5115x25:v55t

107



108 Ion Craciun Gheorghe Barbu

In mod analog se calculeaza fluxul de caldura care se produce prin celelalte fete. Astfel, cantitatea de caldura
0@, care strabate suprafata paralelipipedului IT in timpul §t, este

ou

3
0
5Q =3 g (Hox w5 Srbaabaadt = V - (k9 w).
Jj=1

Presupunem ca schimbul termic se produce de prezenta unor surse de caldura a caror densitate convenim
sd o notam cu F'(z,t). Cantitatea de cildurd pe care sursele o cedeaza paralelipipedului IT in timpul 0t este

5@1 = F(X, t)6I15I25$35t. (62)
Astfel, in timpul 6t corpul primeste in total cantitatea de caldura
0Q2 = 0Q + Q. (6.3)

Pe de alta parte, cantitatea de caldura ()5 poate fi definita in functie de cresterea temperaturii in paralelipipedul
IT in intervalul de timp dt, in urmatorul mod: daca p(x) este densitatea materialului din care este confectionat
paralelipipedul si ¢(x) este caldura sa specificd, atunci

0Qs = (u(x, t+ 0t) — u(x, t))p(x)c(x)&xléxgéxg. (6.4)

Aplicand iardgi lema fundamentald a calculului infinitezimal, din (6.4) obtinem

Q92 = p(x)c(x)g—?(x, t)dx1 020230t (6.5)
Egalam (6.3) cu (6.5) si inlocuim dQ si §Q;. Obtinem
p(x)c(x)%(x,t) =V . (kVu) + F(x,t). (6.6)

Daca coeficientul conductivitatii termice k depinde efectiv de temperatura u, atunci (6.6) este o ecuatie cu
derivate partiale de ordinul al doilea, neliniara. Daca insa k nu depinde de u, adica k(x, u) = k(x), atunci (6.6)
devine liniara. In cazul unui corp omogen, avem

p(x) = const., c¢(x) = const., k(x)= const.

si ecuatia (6.6) se scrie sub forma

%(x, t) = a*(V2u)(x,t) + f(x,1), (6.7)
unde
a’ = ﬁ, f(x,t) = F(X’t).
pc pe

Ecuatiile (6.6) sau (6.7) se numesc ecuatii de propagare a caldurii.

Daca f(x,t) = 0, in domeniul tridimensional ocupat de corp are loc fenomenul de racire al materialului din
care este confectionat corpul, pana la o uniformizare a temperaturii la valoare constanta, daca domeniul ocupat
de corp este izolat termic de exteriorul sau. In acest caz, fenomenul de racire este descris de ecuatia

ou PP
5 (1) = a*(V2u) (x.1). (6.8)

Termenul a?(V?u)(x,t) poartd numele de difuzie, iar problemele fizice in care este implicata ecuatia (6.6)
sau (6.7) se numesc probleme de tip difuzie. Coeficientul a? se numeste difuzivitatea termicd a mediului prin
care are loc propagarea caldurii.

In general, difuzia poate fi definita ca miscarea particolelor dintr—un domeniu de concentratie mare spre o
regiune cu concentratie mai scazuta.
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Difuzia apare ca un rezultat al legii a doua a termodinamicii care afirma ca entropia sau dezordinea oricarui
sistem trebuie s creasca in timp intotdeauna.

Difuzia este importanta in multe fenomene ale vietii fiind de mare interes datorita diverselor aplicatii din
geofizica si industrie. In acest sens mentionam de exemplu faptul cd companiile petrolifere sunt interesate in
procesul difuziei termoelastice pentru o extractie mai eficienta a titeiului din depozitele subterane.

Difuzia termoelastica intr—un solid elastic se datoreaza cuplarii campului termic, difuziei masei, din care este
alcatuit corpul, si deformarea solidului, presupusa a fi elastica.

Cel care a avut preocupari majore in teoria difuziei in termoelasticitate a fost renumitul matematician
polonez Witold Nowacki care a dezvoltat modelul matematic al termoelasticitatii cuplate, care implica printre
altele viteze infinite ale propagdrii undelor elastice.

De cele mai multe ori, in cartile sau articolele in care se studiaza aspecte ale propagarii caldurii din punct
de vedere ingineresc, pentru coordonatele carteziene x4, x2, x3 se foloseste notatia x,y, z, astfel ca ecuatia (6.7)
se scrie In forma

up = aQ(’um + Uy + Usz).

6.1.1 Conditie initiala

Toate problemele fizice care se petrec intr—un corp C' trebuie sa porneasca de la o anumita valoare a timpului,
notata in general ¢ = 0, astfel ca, pentru descrierea univoca a propagarii caldurii in corpul C| in afara ecuatiei
(6.6) sau (6.7), trebuie specificatd temperatura la acest moment in toate punctele corpului, numita temperaturda
inatiala, adica
u(x,0) = p(x), (6.9)
unde ¢ este o functie realda data definita in toate punctele corpului, deci ¢ : C' — R.
In studiul ecuatiei propagarii caldurii, egalitatea (6.9) poartd denumirea de conditie initiald.

6.1.2 Conditii pe frontiera sau conditii la limita

Toate problemele fizice au frontiere de un anumit tip, astfel cd trebuie si descriem matematic ce se petrece
pe acea frontiera pentru a caracteriza in mod adecvat problema fizica considerata, cu alte cuvinte trebuie s
descriem regimul termic pe frontierda, sau condifia la limitd.

In cazul unei frontiere S a corpului C, mentinuta la o temperatura data, conditia la limita se scrie

u(x,t) =¥(x,t), VxeSs, Vi>0, (6.10)

unde 9 este o functie reald data, definitd in punctele frontierei corpului, la orice moment ¢ > 0 al studiului
fenomenului termic.
Daca prin frontiera S trece un flux de caldurd q, conditia la limita se scrie sub forma

O
a—u(x,t) = h(x,t), Yx€S, Vt>0, (6.11)
n
unde h = g, « fiind coeficientul de schimb la suprafata, iar n este normala unitard exterioara in punctul
Q@

A ou
x € S. In particular, dacad C este un corp izolat termic pe frontiera S, atunci —|g = 0. Dacad temperatura
n

mediului ambiant este data, se presupune ca schimburile de caldura au loc conform legii lui Newton, adica
qls = a(u1 —u)|s, unde ¢ este fluxul termic, « este coeficientul de schimb la suprafatd, iar u; este temperatura
mediului ambiant. Pe de alta parte, in baza legii lui Fourier, corpul primeste in unitatea de timp, prin unitatea

. . u o . . Lo U
de arie a lui S, fluxul ¢; = k——. Cele doué fluxuri trebuie si fie egale, adicd k— = a(u; — u)|s sau

on on

(@ n /w) (x,1) = p1(x, 1), Vx€S, V>0, (6.12)
on
unde Kk = % si o1 = hu;.

Conditiile la limita sunt restrictii impuse pe frontierele domeniului de analiza. Aceste restrictii pot fi de
doua tipuri:
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1. conditii la limita de tip Dirichlet! (numite si conditii esentiale), in care se impun valorile variabilei de-
pendente pe frontiera specificata (vezi (6.10));

2. conditii la limit# de tip Neumann? (numite si naturale), in care se impune gradientul variabilei dependente
in directie normala pe frontiera specificatd (vezi (6.11)).

Daca pe frontiera specificata se impun atat conditii Dirichlet, cat si Neumann, se vorbeste de conditii de tip
Cauchy.

Daca pe frontiera specificata se impun combinatii liniare de conditii Dirichlet si Neumann se vorbeste despre
conditii de tip Robin.

Daca pe diferite parti ale frontierei domeniului se impun conditii la limita de tipuri diferite se spune ca este
vorba despre conditii mixte.

6.2 Alte ecuatii de tip difuzie

6.2.1 Caldura superficiala pierduta, proportionala cu diferenta de temperatura

Ecuatia cu derivate partiale de ordinul al doilea de tip parabolic
up = a?Vu — B(u—wuy), B>0, (6.13)

descrie fluxul de caldura printr-un corp datorat atat fenomenului de difuzie, cuantificat prin termenul a?V?u,
cat si pierderii sau castigarii caldurii prin suprafata corpului. Caldura pierduta (u < uq) sau cagtigata (u > uq)
este proportionald cu diferenta intre temperatura u(x,t) a corpului gi temperatura mediului inconjurator wuy,
cu 3 constanta de proportionalitate. Daca (3 este foarte mare in contrast cu coeficientul de difuzivitate a2,
atunci fluxul de caldura din interiorul corpului, de tip tncoace si incolo, prin suprafata corpului, va fi mai mic in
comparatie cu fluxul de tip inspre si dinspre suprafata si deci, fluxul va fi drenat spre exterior in conformitate
cu ecuatia

U = *ﬂ(u - U1)~

In chimie, unde u semnifica concentratia unei substante, ecuatia (6.13) afirma ca viteza de schimbare (variatie)
a substantei, adica wu, se datoreaza atat difuziei a®V?2u, cat si faptului ci substanta poate fi creatd (u < uy)
sau distrusd (u > uq) printr—o reactie chimica proportional cu diferenta dintre concentratiile w si us.

6.2.2 Ecuatia difuzie—convectie a poluarii apelor subterane

Poluarea apelor subterane este un fenomen complex, care depinde atat de natura mediului poros cat si de natura
poluantilor. In general, poluarea apelor subterane are un aspect fizic gi unul chimic sau biochimic.

In continuare, definim notiunea de poluare a apelor subterane in legatura cu dispersia unui poluant intr-un
mediu poros, si apoi descriem matematic legaturile dintre concentratia poluantului si celelalte marimi caracter-
istice.

Cand doua fluide miscibile intra in contact, exista o interfatd care deschide o zona de tranzitie in care
diferentele dintre proprietatile fizice ale celor doua fluide tind, in timp, si se niveleze. Acest efect global
rezulta din actiunea simultana a unor fenomene fizico-chimice, cum ar fi difuzia moleculard, sau diferentele de
permeabilitate ale mediului poros.

Fenomenul datorita caruia apare migcarea si imprastierea poluantului poarta numele de dispersie. Mecan-
ismul dispersiei este foarte complicat. Dispersia este rezultatul actiunii simultane a unui fenomen pur mecanic
$i a unui fenomen fizico-chimic.

IDirichlet, Gustav Lejeune (1805 — 1859), matematician german, autor al cercetarilor asupra seriilor trigonometrice, cel care a
definit conceptul de functie in sensul ei modern de corespondenta.

2Neumann, John von (1903 - 1957), matematician american evreu de origine austro—ungar& cu importante contributii in fizica
cuantica, analiza functionald, teoria multimilor, topologie, economie, informatica, analiza numerica, hidrodinamica exploziilor,
statistica si In multe alte domenii ale matematicii, fiind unul din cei mai importanti matematicieni din istorie. Von Neumann a fost
un pionier al aplicatiilor teoriei operatorilor in mecanica cuantica, membru al Proiectului Manhattan si al Institutului pentru Studii
Avansate de la Princeton (fiind unul din primii savanti adusi - un grup numit uneori ”semizeii”), si co—creator al teoriei jocurilor
si a conceptelor din automatele celulare gi constructorul universal. Impreuns cu Edward Teller si Stanislaw Ulam, von Neumann a
rezolvat probleme cheie din teoria fizicii nucleare implicata in reactiile termonucleare si bomba cu hidrogen.
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Descrierea fizica a fenomenului de dispersie poate fi facutd prin suprapunerea unui fenomen de difuzie
moleculard a substantei poluante cu un fenomen de convectie (advectie), datorat existentei unui camp de viteze
in domeniul in care are loc poluarea.

Vom studia dispersia unui poluant in apa aflatd intr-un mediu poros, prin determinarea concentratiei
substantei poluante intr-un punct din domeniul de curgere, la un moment dat. Aceastd concentratie este
influentatd de natura mediului poros (prin porozitate, conductivitate hidraulicd, tortuozitate), de regimul de
curgere (prin campul vitezelor) si de natura poluantului (prin coeficientul de difuzie moleculard).

Prin tortuozitate (7) se intelege raportul dintre distanta intre capetele traiectoriei parcurse de poluant (in
linie dreaptd) si distanta reald, parcursd prin pori (mult mai mare decit cea reald).

In literatura de specialitate sunt prezentate trei categorii de modele matematice ale fenomenului de dispersie
a unui poluant in apa aflata intr-un mediu poros:

— modele geometrice;
— modele geometrico—statistice;
— modele probabilistice.

Modelele geometrice si cele geometrico-statistice au la baza reprezentarea mediului poros printr-o retea
geometrica, care sa permita exprimarea matematica a fenomenului. Astfel de modele necesitd un numéar mare
de parametri, caracteristici geometriei date. Reprezentarea mediului poros printr-o retea geometrica constituie
o idealizare a conditiilor reale. Pentru a face numarul cel mai mic de presupuneri cu privire la geometria locala a
mediului poros s-a cautat un model general, o reprezentare generala a dispersiei. Aceasta a condus la realizarea
unor modele probabilistice, bazate pe ideea ca datele privitoare la mediul poros sunt aleatorii si ca cea mai
potrivita reprezentare a unei situatii este aceea de a reprezenta mediul printr-un set de variabile aleatorii. De
asemenea, exista deduceri deterministe ale ecuatiei dispersiei. Acestea se bazeaza pe legea conservarii masei si
pe cele dous legi ale Iui Fick? .

In continuare, prezentam descrierea matematica a dispersiei unui poluant intr-un mediu poros saturat.

Ecuatia care descrie fenomenul de transfer de masd, intr-un fluid care circula printr-un mediu poros, in
forma generala este:

=

ulx,) = V- (D(plx, t)v%)) ~ V- (vl 1)) + 8, (0,1) (6.14)

=
i

sau
ug(x,t) = Ty + T, + S, (6.15)

in care: u(x,t) este concentratia poluantului intr-un punct din domeniu, la un moment dat;

v(x,t) este viteza apei In porii mediului saturat; p(x,t) este densitatea amestecului;

D este o transformare liniard definitd pe R3, cu valori in R3, care caracterizeaza dispersia poluantului in
apa din mediul poros; Sr(x,t) reprezintd o sursd de substanid poluantd intr-un punct sau intr-o zona din
domeniu (sau adsorbtia poluantului in matricea poroasd); T, reprezintd transportul difuzional si se realizeazi
prin migcarea neincetata a moleculelor care se ciocnesc si schimba astfel, intre ele, energie; T, este transportul
convectiv (advectiv) sau flur advectiv gi corespunde deplasarii particulelor antrenate de miscarea generald a
fluidului.

Cand se doreste exprimarea matematicd a fenomenului de dispersie, se face referire la ecuatia (6.14) sau
(6.15).

Din analiza fenomenului de dispersie a unui poluant intr-un mediu poros rezulta existenta a trei mecanisme
principale, de migratie a substantelor poluante:

— convectia (advectia);
— difuzia moleculara;

— dispersia mecanica sau cinematicd.

3Fick, Adolf (1829 — 1901), fiziolog german, care a formulat legile difuziei. A mai contribuit si la studiul contractiei musculare



112 Ion Craciun Gheorghe Barbu

Pornind de la definirea fenomenului, se poate exprima matematic fiecare din cele trei mecanisme.

Prin convectie (advectie) vom intelege antrenarea elementelor in solutie, in miscarea fluidului care se de-
plaseaza.

Difuzia moleculara este un fenomen fizic legat de agitatia moleculara. Intr-un fluid in repaus, migcarea brow-
niana provoaca deplasarea particulelor in toate directiile spatiului. Daca concentratia fluidului este omogena in
spatiu, doua puncte vecine trimit, in medie, acelagi numar de particule unul spre celalalt, iar agitatia moleculara
nu modificad concentratia solutiei. Daca exista un gradient de concentratie intre doua puncte vecine, punctul
cu concentratie mai ridicatda va trimite, In medie, mai multe particule in toate directiile, decat punctele cu
concentratie slaba. Rezultatul acestei agitatii moleculare va fi un flux de particule dinspre zona cu concentratie
mai ridicata spre cea cu concentratie mai scazuta.

Dispersia cinematicd (mecanici) este un fenomen de amestec, legat de eterogenitatea vitezelor microscopice.
Dispersia cinematica ar putea fi rezumata prin urmatoarele aspecte:

(i) propagare mai rapidd a elementelor transportate in azxa porilor;
(ii) diferentd a vitezelor medii intre pori diferiti;
(iii) lindile de curent se intrepdtrund, provocind o dilutie neuniformd a concentratiei.

Transformarea D din ecuatia (6.14) se numeste coeficient de dispersie si contine In ea atat efectul difuziei
moleculare a poluantului in apa cat si pe cel al vitezei apei in porii materialului poros. Daca se alege ca baza in
R3 versorii directiilor principale de anizotropie ale corpului, atunci matricea transformirii liniare D in aceasta
baza are forma diagonala

D;, 0 0
D= 0 Dr O
0 0 Dr

In matricea de mai sus, Dy, este numit coeficient de dispersie longitudinald (in sensul curgerii), iar D se
numeste coeficient de dispersie transversald in doua directii ortogonale la directia de curgere.

Pentru a obtine solutii cu semnificatie fizica, ecuatiei (6.14) i se adauga conditia initiald si conditii pe frontiera
corpului, care de fapt sunt conditii de unicitate.

6.3 Proprietati ale solutiilor problemelor de propagare a caldurii

Vom considera unele probleme care se pun in legatura cu ecuatia propagarii caldurii intr-o singura dimensiune
spatiala si vom studia unele proprietati ale solutiilor acestor probleme. Ne vom ocupa deci de cel mai simplu
exemplu de ecuatie cu derivate partiale de tip parabolic §i anume ecuatia parabolica liniara
2

% = aQ% + a(x,t) g—j + Bz, t) u, (6.16)
unde a > 0 este constanta de difuzivitate, iar functiile a(z,t) si f(z,t) sunt functii continue. In cazul particular
cand «a(x,t) si B(x,t) sunt identic nule, ecuatia (6.16) descrie propagarea unidimensionald a caldurii far& surse
interne de céldura (vezi ecuatia (6.8), particularizata desigur la cazul unidimensional).

Fie D un domeniu din planul 2Ot avand frontiera 0D = I';y U9, unde I'; este segmentul de dreapta AB situat
pe paralela t = T > 0 la axa orizontala Ox, iar I's = AM B este un arc simplu de curba situat in semiplanul
t < T. Vom presupune ca domeniul D este situat in semiplanul ¢ > 0, situatie care poate fi intotdeauna realizata
printr—o schimbare de variabile daca este cazul.

De asemeni, vom presupune ci solutia ecuatiei (6.16) este de clasd C? pe domeniul ei de definitie.

Teorema 6.3.1. (Principiul de extrem pentru o ecuatie parabolica) Fie u(z,t) solutia ecuatiei (6.16)
pe DUT', despre care presupunem ca este continua pe D =D U ID si fie f(x,t) <0 pe D. Daca

sup u(z,t) >0, (6.17)
(z,t)ED

atunci acesta este atins pe portiunea de frontierd I's.
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Demonstratie. Fie Ve > 0 si v(x,y) = u(z,y) — t, (x,t) € D. Decarece sup u(z,t) = sup v(x,t) + T,

(z,t)€D (z,t)ED
conform ipotezei (6.17), putem alege € > 0 astfel ca sup wv(z,t) > 0. Daci ar exista (zg,tg) € DUT; aga incat
(z,t)€ED
v(zo,to) = sup wv(z,t), atunci existd § > 0 pentru care segmentul

(z,t)ED
I={(z,tg): € (xo—0d,x0+0)} CDUT;.

Acest interval este paralel cu axa orizontala Oz, are lungimea 26 si centrul in punctul (xo, tg).
Fiindeca ¢ € I este punct de maxim pentru functia v(z,tp), © € I, de doud ori derivabila pe I, avem

Ov 0%v
%(Z‘o,to) = O7 @(Io,to) S 0.

Tinind seama cd u(x,y) = v(z,y) + et verifica (6.16), rezulta cd functia v(x,t) satisface ecuatia

, 0% Ov

a @(I, t) + oz, t)%(m,t) + B(z, t)v(x, t) — %(m,t) =¢e(1 —tB(z,t)).

Luand aici (z,t) = (x0,%), avand in vedere relatiile precedente si faptul ca 5(zo, to)v(xo,to) < 0, obtinem ca

v
— (o, t) asigura existenta unui 1 > 0 astfel ca

ot

ov
a(u’ﬁoﬂfo) < —e. Continuitatea functiei

) € =

—=, telto—nt .
It =73 [to —n,t0 + 1)

Integrand aceastd inegalitate pe segmentul [tg — 7,t0], obtinem

&
v(20,t0) — v(z0,t0 — 1) < 3

Inegalitatea astfel obtinutd aratd ci punctul (zp,%y) nu poate apartine multimii D U T, deci el apartine
portiunii de frontiera I's. Acum, tindnd seama ca pentru orice punct (x,t) € D avem t > 0, obtinem

sup u(z,t) <eT+ sup o(z,t) =eT+ sup [u(x,t) —et] <eT+ sup u(z,t).
(2,t)€D (2,t)€Ts (z,t)€Ts (z,t)€Ts

Facand € — 0 in inegalitatea sup wu(x,t) <eT 4+ sup wu(z,t) rezulta
(z,t)eD (z,t)€T2

0< sup wu(z,t)= sup wu(z,t),
(z,t)€D (w,t)€ET?

adica valoarea pozitiva maxima, daca exista, este atinsa pe I's. q.e.d.

Observatia 6.3.1. Dacd u este solutie a ecuatiei (6.16), atunci $i —u este solulie a acestei ecuatii. Repetand

rationamentul de mai sus pentru functia —u, obfinem ca dacd inf w(x,t) <0, atunci acesta este atins pe I's.
(z,t)€D

Observatia 6.3.2. Remarca precedentd, impreund cu concluzia Teoremei 6.3.1, aratd cd daca B(z,t) < 0 pe
D, atunci orice solutie a ecuatiei (6.16) satisface conditia

ull = sup_|u(z,t)] < sup |u(z,t)]. (6.18)
(x,t)€D (@,t)€T2
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Teorema 6.3.2. Dacd (z,t) — ¢(x,t), (z,t) € Ty este o functie continud, atunci existd cel muult o solutie a
ecuatiei (6.16) care satisface conditia

u(z,t) = ¢(z,t), (z,t) € s. (6.19)

Demonstratie. Daca uy(z,t) si ug(z,t) sunt doud solutii ale problemei (6.16), (6.19), atunci functia v(z,t) =
up(x,t) —uz(x,t) este solutie a ecuatiei (6.16), care satisface conditia

v(z,t) =0, (z,t) €Tl

Daca (B(z,t) < 0 pe D, atunci aplicind Teorema 6.3.1, avem c& v(z,t) = uy(x,t) — us(x,t) = 0 pe D, ceea
ce este echivalent cu uy(z,t) = ua(z,t) pe D. o
Daca f(x,t) > 0 pe D, atunci exista Gy > 0 asa icat By > [B(x,t), pe D. In acest caz, functia

w(x,t) = v(z, t) exp(Lot)

verifica ecuatia
U _ PG ot S0
a 02 "0z
si conditia w(x,t) = 0 pe I's. Deoarece B(w,t) = B(z,t) — By < 0, pe D, rezultd ca w(z,t) = 0 pe D si deci
ui(x,t) = uz(x,t) pe D. Cu aceasta am demonstrat unicitatea solutiei problemei (6.16), (6.19). q.e.d.

+ B(z, yw, (x,t) €D

Teorema 6.3.3. Daca solutia problemei (6.16), (6.19) existd, ea depinde continuu de valoarea ei pe T's.

Demonstratie. Deoarece multimea de puncte I's este compacta si ¢(x,t) este continud pe I's, avem evident

¢l = sup [é(z, )] < oo. (6.20)

(z,t)el>

Fie uy(x,t) si ua(x,t) solutii ale ecuatiei (6.16) satisficand conditiile uy (z,t) = ¢1(x,t), pentru (x,t) € Tg,
respectiv us(z,t) = ¢o(x,t), pentru (z,t) € Ty, functiile date ¢ si ¢o fiind functii continue pe T's.

Luand [y > 0 (Bp se ia zero, daca B(x,t) < 0, pe D) ca la Teorema 6.3.3, notdnd uq(x,t) — us(x,t) =
w(x,t) exp(Pot) si aplicand inegalitatea (6.18), obtinem

sup |ui(x,t) —ug(x,t)| = sup |w(z,t)exp(Bot)| < exp(Bot) sup |d1(x,t) — da(x,t)]|.
(x,t)eD (x,t)eD (w,t)€T

Asgadar, Ve > 0 avem
sup ‘ul(xvt) - UQ(xat)‘ < €,
(z,t)€D
de Indata ce

W |$1(z,t) — ¢2(z,t)| < d(e, T') = exp(—fot)e, T > 0.
z,t)Els

Aceasta insemna ci la variatii mici ale valorii solutiei problemei (6.16), (6.19) pe I'y, variatii masurate cu
ajutorul normei (6.20), corespund variatii mici ale solutiei pe D, variatii care sunt masurate cu ajutorul normei
(6.18). Aceasta inseamna ca solutia problemei (6.16), (6.19) depinde continuu de datele pe portiunea I's a
frontierei lui D. q.e.d.
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6.4 Propagarea caldurii intr—o bara de lungime finita cu conditii
la limita si initiale neomogene, in absenta surselor interne de
caldura

Vom aplica rezultatele obtinute pana acum la studiul a doua probleme referitoare la ecuatia propagarii caldurii

ou 5 0%u

2l 6.21
En a 922 a>0 ( )

intr-o singurd dimensiune spatiald, in absenta surselor interne de cildura. Ecuatia (6.21) se obtine din (6.16)
dacd ludm a(z,t) = 0 si S(z,t) = 0. Aceasta ultim& conditie face ca rezultatele continute in Teorema 6.3.1 si
Teorema 6.3.2 sa fie adevarate pentru ecuatia (6.21).

S& consideram problema determinarii unei solutii a ecuatiei (6.21) pe domeniul

Q={(z,t): €04, te]0,+0)},
care sa satisfaca conditia initiald neomogena
u(z,0) = ¢(x), x=€]0,4], (6.22)
si conditiile la capete (pe frontiera barei)
w(0,8) = i (t), w(l,t) = pua(t), telo,+o0), (6.23)
unde ¢, py si po sunt functii continue pe domeniul lor de definitie verificand conditiile de compatibilitate

¢(0) = 111(0),  ¢(£) = p2(0).

Din punct de vedere fizic problema revine la gasirea distributiei temperaturii intr—o bara de lungime finita
¢ > 0, cunoscénd conditia termicd a barei la momentul ¢ = 0, descrisa de functia ¢ : [0,¢] — R gi temperaturile
la care sunt mentinute capetele O si A ale barei.

Observatia 6.4.1. In baza Teoremei 6.3.2, dacd solutia problemei (6.21), (6.22), (6.23) exista, atunci ea este
unicd pe orice dreptunghi OABC, unde O este originea reperului Ot §i totodata una din extremitatile barei,
A(L,0) este cealaltd extremitate, B({,ty), cutg > 0, C(0,tg). In plus, aceastd solutie depinde continuu de datele
pe laturile CO, OA si AB ale dreptunghiului (T'y din Teorema 6.3.2 este OA U AB U OC). De aici rezulta
ca daca solutia problemei (6.21), (6.22), (6.23) existd pe banda semi—infinitd ), atunci ea este unica si
depinde continuu de datele pe frontiera acesteia. Frontiera muliimii Q) este formata din semiaza pozitiva
Ot, din segmentul OA si semidreapta pozitivd x = /.

Vom construi solutia problemei (6.21), (6.22), (6.23) folosind metoda lui Fourier de separare a variabilelor.
Daca in problema (6.21), (6.22), (6.23) trecem de la functia necunoscuta u(z, t) la noua functie necunoscuté
v(x,t) prin relatia

1
u(e,t) = vl )+ wlat),  wlet) = p) + (k) - m®) -, (6.24)
atunci v(z,t) este solutia problemei

v _ 50 ow
ot “ oz ot
’U(:L‘,O) = ¢($) - U}(.’L',O),

v(0,t) = v({,t) = 0.
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S& observam acum cd dacd vy (z,t) si ve(z,t) sunt solutiile problemelor (P), respectiv (P2) definite dupé
cum urmeaza;

dv 0% v ,0%  Ow

ot~ ¢ oz ot~ Y o2 ot
(P) 4 0(@,0) = 6(2) - w(z,0), P2 v(@,0)=0,

v(0,t) = v(l,t) = 0; v(0,t) = v({,t) =0,

atunci v(z,t) = v1(x,t) + va(x,t) este solutia problemei (P). Prin urmare, solutia problemei (6.21), (6.22),
(6.23) este
w(z,t) = vi(z,t) +va(x, t) +w(z, ). (6.25)

Din acest motiv, in cele ce urmeaza expunem metoda lui Fourier pentru determinarea solutiilor problemelor
care sa contind drept caz particular problemele (P;) si (P).

6.5 Propagarea temperaturii intr—o bara izolata termic, cu conditie
initiala nenula si in absenta surselor de caldura

sau infinita in ambele sensuri gi care este redusa la un singur segment de dreapté este neglijabila, iar temperatura
este constanta intr—o sectiune

In ipoteza ci intre suprafata barei de lungime finita ¢ si mediul inconjuridtor nu exista schimb de caldura
(bara este izolatd termic nici surse de cdldurd in interior, ceea ce Inseamnd ca f(x,t) = 0, iar puy si pe sunt
functii identic nule, functia u = wu(x,t) care da valoarea temperaturii la orice moment ¢, in orice punct x al
barei, trebuie cautata ca solutie a ecuatiei

1
cu o conditie initiala si conditii date.

Presupunand ca extremitatile x = 0 si o = ¢ ale barei sunt mentinute la temperatura zero, conditiile la

limita constau din relatiile:
w(0,t) =0; wu(l,t)=0, Vt>0 (6.27)

La momentul ¢ = 0, cand se incepe studiul propagarii temperaturii in bara, presupunem ca se cunoagte
forma barei, ceea ce se traduce prin conditia initiald

u(z,0) = ¢(z), Vaxel0,4, (6.28)

unde ¢(z) este o functie de clasd C'*(]0,¢]) care satisface conditiile de compatibilitate $(0) = ¢(¢) = 0. Rezulta
ca functia ¢ poate fi reprezentatd ca o serie Fourier de sinusuri pe [0,(], serie care este absolut gi uniform
convergenta pe [0, ],

> nm
= nSin —uzx, V 0,7¢], .
o(z) ;a sin —- z €10,/ (6.29)
coeficientii dezvoltarii fiind dati de relatiile
2 Z
an = 7/ o(x) sin L dr, VYneIN". (6.30)
l Jo l
Aplicand metoda separdrii variabilelor, ciutam solutii particulare ale ecuatiei (6.26), sub forma
u(z,t) = X () - T(t), V(x,t)e€][0,£ x[0,00). (6.31)

Introducand u din (6.31) in ecuatia cu derivate partiale (6.26), obtinem urmatoarele ecuatii diferentiale ordinare:

T'(t) + a’\T(t) = 0; (6.32)

X" (x) + 2X(z) = 0. (6.33)
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Pentru determinarea solutiilor nebanale de forma (6.31), ale ecuatiei (6.26), care satisfac conditia la limit&
(6.27), trebuie aflate mai intéi solutiile nebanale ale ecuatiei (6.33) cu conditia la limita

X(0)=0, X(¢)=0. (6.34)

2
Pentru valorile lui A egale cu A\, = (n—ﬂ ,unde n € IN*, gi numai pentru aceste valori, existd solutii
nebanale X, (x), ale problemei Cauchy (6.33), (6.34), egale cu

Xn(z) = \/3 sin n%x, ne IN*. (6.35)

2
Valorilor A\, = (%T) le corespund urmatoarele solutii ale ecuatiei (6.32) :

T, (t) = by, exp ( - (#)%) te0,00), (6.36)

unde, pentru claritatea scrierii am utilizat simbolul exp y pentru valoarea in y a functiei exponentiale cu baza
e, iar, dupa cum vom constata indatd, coeficientii b,, sunt, pana la un factor, coeficientii precizati in (6.30).
Din cele stabilite mai sus, deducem ca functiile

un(x,t) = Xp(2)Tn(t) = ﬁbn exp ( - (%)Qt) sin n%a:, (x,t) € 0,4 x [0,00), neIN* (6.37)

satisfac ecuatia (6.26) si conditiile la limitd (6.27), indiferent de b,,.
Folosind principiul superpozitiei [18], rezulta ca functia

u(z,t) = i X (2)T(t) = \/g i br, €xp ( - (?)%) sin %x (z,1) € [0,£] x [0, 00) (6.38)
n=1 n=1

satisface ecuatia (6.26) gi conditiile la limita (6.27), cu presupunerea ci seria de functii din membrul drept al
egalitatii (6.38) trebuie si fie absolut si uniform convergentd pe domeniul indicat aliturat, conditie care este
indeplinita daca avem in vedere ipotezele de lucru.

Impunéand functiei u(z,t) din (6.37) sa satistaca si conditia initiald (6.28), deducem ci ar trebui sa avem

é(z) = ﬁ Z:lbn sin %x (z,) €[0,4] x [0, 00). (6.39)

Din unicitatea dezvoltarii unei functii periodice in serie Fourier numai de sinusuri si relatiile (6.29), (6.39),

deducem - -
nz::lan sin n%x = \/gnz_:l by, sin n%% (x,t) €10,4] x [0,00). (6.40)

Seriile de functii din (6.40) sunt egale daca si numai daca

L
by = \gan, (6.41)
unde coeficientii a,, sunt precizati in (6.29).
Introducénd b,, din (6.41) in (6.38), ajungem la concluzia in bara subtire omogena, de lungime finitd ¢, se
propaga dupa legea

u(x,t) = i": Qy, €XP ( - (%)20 sin n%a:, (x,t) € [0,4] x [0, 00), (6.42)
n=1

unde coeficientii a,, sunt dati in (6.30).
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2
Prezenta factorului exp ( - nl;a) t, unde ¢t > 0, in seriile (6.38) si (6.42), precum si proprietatile seriei

(6.29), (6.30) atrage faptul c& seria (6.42) este infinit derivabild termen cu termen, iar suma sa u(x,t) este
solutia problemei (6.26), (6.27), (6.28). Prin urmare, putem afirma c& intr—o bard subtire care nu face schimb
de caldura cu exteriorul si fara surse termice in interiorul ei, careia 1i cunoastem distributia temperaturii la
momentul initial, temperatura se propagd dupa legea (6.42).

Observatia 6.5.1. Trecerea, in rationamentele de mai sus, a functiei ¢(z) in ¢(x) —w(x,0) conduce la solutia
problemei (Py).

Dacé in (6.42) introducem valoarea lui a,,, datd de (6.30), obtinem c& solutia (6.42) se poate scrie in forma

l
w(z, t) = /0 Gla,t: (), (w.8) € [0,4] x [0, 00), (6.43)

unde s—a efectuat notatia

G(z,t;€) = Zexp( akﬂ_) t - sin kTﬂ-x'Sin k%ﬁ: (z,t;€) €10, 4] x [0,00) x [0, £]. (6.44)

Definitia 6.5.1. a Functia G(z,t;£) din (6.44) se numeste functia lui Green pentru ecuatia caldurii.

Solutie. Conform teoriei dezvoltata mai sus, solutia problemei este

oo
t) = Z ap exp (—
n=1

272 nw
an

t) sin

unde .
a, = %/0 »(&) sin %gdg.

Introducénd aici expresia functiei ¢(z), avem

a —l(/Qfsin—mmd /44_xsin—mmdx)—
"2\, 2 4 s 2 4 N

8
—1)F————— daca =2k+1
-8 gin 2 _ (=) 2(2k 4+ 1)’ aca +h

0, daca n = 2k.
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Din aceste calcule rezulta ca solutia problemei are in final expresia

8 o= (—1)F (2k +1)272 . (2k+ D)
4 = — t)s
) 7r2; or g 1z P! ;s

6.6 Propagarea caldurii intr—o bara finita, cu date la limita si initiale
nule, in prezenta surselor interne de caldura

Sa aplicam metoda lui Fourier pentru gasirea solutiei problemei

2
%7 22 2 +f(l’ t) (.Z’,t)e [O’é] X [O,+OO)7

@ Y w@,0) =0, zc0,4,
u(0,t) = u(l,t) =0, te[0,+00),
unde f(z,t) este functie de clasi C' pe banda semi-infinita [0, ¢] x [0, +00).
Aceasta problema modeleaza matematic propagarea temperaturii intr-o bara subtire de lungime ¢, tempe-
raturd datoratd doar unei surse de caldura descrisa de functia f(x,t). Prin urmare, bara nu efectueazi schimb
de caldura cu exteriorul nici prin suprafata sa laterald si nici prin extremitatile sale, iar la momentul initial,

adica la momentul ¢ = 0, temperatura este considerata a fi nula.
Cautdm o solutie a problemei (Q) in forma

ZT sm x, (x,t) €]0,4] x [0,00), (6.45)

unde T}, (t) sunt functii ce urmeaza a fi determinate.
Dezvoltand functia f(z,t) in serie de sinusuri pe [0, ], avem

Z bn(t)sin " a,  (z,t) €[0,£] x [0,00), (6.46)
unde coeficientii dezvoltarii sunt dati de

On(t) E/ f(z, ) sm x, n e IN*. (6.47)

Punénd conditia ca (6.45) s& verifice ecuatia neomogena a propagérii temperaturii (prima relatie din (Q)),
si tindnd cont de (6.46), obtinem egalitatile

i (Té(t) + (%)QTn(t) — ¢n(t)) sin %x =0, neN",

care au loc daca T, (t), pentru fiecare n € IN*, este solutia ecuatiei diferentiale
nwa

70+ ("5%) Tult) = 6u0). (6.48)

Este evident ca functia u(x,t) din (6.45) verificd conditia la limitd a problemei (Q). Functia u(z,t) verifica
si conditia initiald din (Q) daca gi numai daca avem

T,(0) =0, neN* (6.49)



120 Ion Craciun Gheorghe Barbu

Din (6.48) si (6.49), obtinem

> nwa\ 2 .
n@yié %unm%(—7f)@—ﬂyh neN*. (6.50)
In ipotezele impuse, functia (6.45), cu T,,(t), n € IN*, dati de (6.50) este solutia problemei (Q), iar solutia
0
problemei (P) se obtine pentru f(z,t) = —8—1:(55,15).

6.7 Propagarea caldurii intr—o bara finita, cu conditii la limita si
initiale neomogene, in prezenta unei surse interne de caldura

Presupunem ca se dau functiile
f:00,x[0,00) =R, feC[0,4] x[0,00)),
pa, pz 2 0,00) — R, p1, iz € C([0,00)),
¢:[0,4 =R, ¢ € C°([0,4]),

§i cd se cere determinarea functiei u : [0,4] x [0,00) — R, u € C°([0,/] x [0,00)), care s& verifice ecuatia
unidimensionald a propagarii caldurii
1 ou  %u
2ot o = /@Y (651

in bara de lungime ¢, in prezenta sursei interne de caldura f(x,t), si satisfacd conditiile la limita

w(0,t) = pi(t), (6.52)
u(l,t) = pa(t), te€0,00) '
si conditia initiala
{ w(®,0)=¢(x), z<[0,4. (6.53)

Teorema care urmeaza va reduce rezolvarea problemei (6.51), (6.52), (6.53) la o problem& aseménitoare, dar
cu conditii la limitd omogene. Pentru aceasta introducem functia
. 1 T
Frlat) = ft) = — (0 + 7 (10 =i (®)), (@1 € 0,4 x [0,00), (6.54)
care va fi o noua sursa interna de caldurda.
Introducem de asemenea, functia
T

¢ (@) = 6(w) = (11(0) + 5 (2(0) = 1 (0)))

care va constitui o noua datd initiald .

Teorema 6.7.1. Daca u*(x,t) este solutia problemei la limita cu date initiale

1 0u 9% .
2ot o9 f*(z,),
w(0,8) = u(t,t) = 0, t € [0,00), (6.55)
u(z,0) = ¢*(x), z€[0,4,
atunci functia .
u(e,t) = u (@, 1) + pa(t) + 7 (mo®) = m(®), (2.2) € [0,6] x [0,00), (6.56)

este solutia problemei (6.51), (6.52), (6.53).
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Demonstratie. Ardtdm mai intdi cd functia (6.56) verificd ecuatia (6.55);, pentru aceasta avand nevoie de
derivatele sale. Folosind (6.56), obtinem

ou  ou” , B, ,

% - e T p(t) + 7 (Hz(t) - Ml(t))a

ou ou* 1

= = S+ (mO-me), (6.57)
o

0x2  Ox2’

Inmultind prima si a treia relatie din (6.57) cu 1/a?, respectiv —1, adunandu-le si folosind faptul c& u*(z, )
satisface ecuatia (6.55)1, precum si (6.54), obtinem

20t 022 a2 ot o2 a2

= (1) + 5 (1) + 2 (1) — sh9)) = Fa1),

1 0u O%u 1 ou*  9%u* 1/,
7(/1

ceea ce Inseamna ca functia u din (6.56) este solutie a ecuatiei (6.51).
Din (6.56) obtinem de asemenea

u(0,8) = u*(0,8) + a(0) + o (a(6) — i (1)) = pa (1),
u(t,t) = (6,0) + m(0) + 5 (alt) — (1) = a(t)
M%WZW@ﬁ%HM®+*((@—m@D=W®%HM®+%@A®—M@>=M@

l

ceea ce arata ca functia u din (6.56) satisface conditiile la limitd (6.52) si conditia initiald (6.53). q.e.d.

6.8 Principiul lui Duhamel pentru determinarea unei solutii par-
ticulare a ecuatiei neomogene a propagarii temperaturii intr—o
bara de lungime finita

Teorema 6.8.1. (Principiul lui Duhamel) Daca pentru fiecare T € [0,00) fizat notdm cu w(x,t,7) solutia
ecuatier

1 0u 0%u
Pl TR PO (6.58)
care verifica conditiile
w(0,t,7) =0,
(6.59)
w(l,t,7) =0
$t
w(z,0,7) = a®f(x,7), (6.60)
atunci functia
t
up(x,t) = / w(z,t — 1, 7)dT (6.61)
0
este solutia ecuatiei
1 2
Ou _ 0 _ tia,1), (6.62)

a2 9t 9x?
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care satisface conditiile initiale si la limita

u(z,0) =0,
w(0,t) =0, (6.63)
u(l,t) =0

Demonstratie. Calculam derivatele functiei (6.61) folosind teoria integralelor depinzand de parametri. Avem

Ou, L ow
5 = w(x,0,t) +/0 E(I’t —7,7)dT
sau .
% =a’f(x,t) + ; %—Zj(ib,t —7,7)dT.
Apoi,
?u, b o%w
a2z~ ), @(m,t—ﬂ T)dT.

Din aceste rezultate deducem

1 ou 0%u 1 L ow L 9%w
A gt~ (e [ Fet—mnnar) - [ et - i =
L1 ow 0w
= f@n+ [ (Fora@t-nn - F@t—nn)dr = f@1),

ceea ce arata cd functia (6.61) este solutia ecuatiei (6.62).
Din (6.61), (6.59) si (6.60), gasim

adica sunt indeplinite gi conditiile (6.63). g.e.d.

Observatia 6.8.1. In baza Teoremei 6.7.1 si Teoremei 6.8.1 rezultd cd rezolvarea problemei propagarii caldurii
intr—o bara de lungime finita, cu conditii la limita i initiale nenule, in prezenta unei surse interne de caldurd,
denumita $i factor perturbator, se reduce la determinarea solutiei problemei

1 ou 0?2

?ai: - 677; =0, (z,¢) €[0,4 x [0,00),
u(m,O) = ¢(x)v S [076]7

u(0,t) =u(l,t) =0, te]|0,00),

adicd a problemei (6.26), (6.27), (6.28), a carei solutie a fost determinatd intr—un paragraf anterior.
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6.9 Problema Cauchy pentru ecuatia propagarii caldurii intr—o di-
mensiune spatiala

In cele ce urmeazd vom considera propagarea temperaturii intr—o bard infinitd in ambele sensuri, ceea ce
inseamna ca vom urmari modul de rdcire a unei bare foarte lungi, cunoscand la momentul initial distributia
temperaturii in fiecare punct al ei.

Prin urmare, avem de studiat problema determinarii solutiei ecuatiei cu derivate partiale de tip parabolic

1

gut — Ugy = 07 (I7t) € (*OO, +OO) X [0, +OO)7 (664)

cu conditia initiala
u(z,0) = p(z), x € (—00,+00). (6.65)

Aceasta problema cu o conditie initiala este cunoscuta ca problema Cauchy pentru ecuatia propagarii caldurii
intr—o dimensiune spatiala.

Din punct de vedere fizic, problema (6.64), (6.65) revine la determinarea distributiei temperaturii unei bare
infinite In ambele sensuri cand se cunoagte distributia initiala a temperaturii.

Pentru inceput, vom presupune ca functia ¢(x) este continua i marginitd pe intreaga axa reala.

Teorema 6.9.1. Existd cel mult o solutie a problemei (6.64), (6.65) care este marginita in semiplanul t > 0.

Demonstratie. Presupunem ci ar exista solutiile u(z,t) si ug(x,t) ale problemei (6.64), (6.65) care sunt

marginite in semiplanul ¢ > 0, adica
lur(z,t)] < M, Jug(z,t)| < M, (z,t) € R x[0,+00).
Functia w(z,t) = ui(x,t) — us(x,t) este o solutie a problemei (6.64), (6.65) satisfacand conditiile

w(z,0) =0, VxeR, |w(xt)<2M, V(z,t)€Rx]0,+00).

Fie L > 0 §i T > 0 arbitrari. Se verifica imediat ca functia

v(z,t) = %(%2 + azt)

este o solutie a ecuatiei (6.64) si verifici conditiile
v(z,0) >0 = |w(z,0)|, VYoxeR, |v(£L,t)]>2M > |w(£L,t)|, Vte[0,+o0).
Functiile v(z, t) — w(x,t) si v(x,t) + w(z,t) sunt solutii ale ecuatiei (6.64) pe dreptunghiul
D={(x,t): |z| <L, 0<t<T}

ale carui varfuri sunt A(—L,T), B(—L,0), C(L,0) si D(L,T), iar pe portiunea de frontiera I's = ABUBCUCD
sunt nenegative si deci avem:

ilglzf(v(x,t) —w(z,t)) > 0; ilpzf(v(x,t) +w(x,t)) > 0. (6.66)

In baza principiului de mazim rezulta cad avem

inf(v(z,t) —w(z,t)) > 0; inf(v(z,t)+w(z,t)) >0, (6.67)

D D
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cacl In caz contrar am avea ilng(v(x,t) —w(z,t)) < 0; ilng(v(;v,t) +w(z,t)) <0, ceea ce contrazice ine-
AM <x2

galitdtile (6.66). Din inegalitatile (6.67) rezulta lw(z,t)| < v(z,t) = (5

+ a2t), V(z,t) € D, unde D
este inchiderea domeniului D.

Fie acum (zg, tp) un punct din semiplanul ¢ > 0, ales arbitrar. Pentru orice ¢ > 0 putem alege L suficient de
mare astfel Incat sa avem |w(zo,%o)| < € si deci w(xg,tp) = 0. Cum (x0, o) a fost ales arbitrar, rezulta cd avem

w(z,t) = ui(x,t) —uz(x,t) =0, Ve (—oco,+o0) si VE>0

si astfel teorema este demonstrata. q.e.d.

Observatia 6.9.1. Din Teorema 6.9.1 rezulta ca daca prin anumite mijloace putem gasi o solufie a problemei
(6.64), (6.65), atunci aceasta este unica solufie a acestei probleme.

Incercim si determinim solutia ecuatiei (6.64) folosind metoda separarii variabilelor. In acest Scop, punem
u(z,t) = X(2)T(t), (x,t) € (—o0,+00) x [0, +00). (6.68)

Inlocuind (6.68) in (6.64), obtinem
1
?X(x)T/(t) — X"(2)T(t) =0

e X"@) 1T

m@fﬁTm:K

unde K trebuie sa fie o constantd deoarece x si t sunt variabile independente. Avem de integrat ecuatiile
diferentiale ordinare:

X"(z) - KX(z)=0, x€ (—00,+00); (6.69)

T'(t) — Ka®*T(t) =0, te€]0,+). (6.70)
Integrand ecuatia (6.70), se obtine
T(t) = c-exp(Ka®t),

unde c este o constanta.
Dupa aceasta etapd, rezultd ci solutia ecuatiei (6.64) este

u(z,t) = ¢ X () exp (K a’t).

De aici rezultd ca nu putem avea decat cazul K < 0, deoarece pentru K > 0 ar rezulta ca pentru ¢ # 0 in
fiecare punct al barei temperatura ar creste in valoare absoluta peste orice limite, iar pentru K = 0, aceasta
temperatura ar pastra in fiecare punct o valoare ce ar depinde numai de acel punct i independenta de timp,
adica am avea

u(z,t) = cX(x).

Nu putem accepta nici anularea constantei ¢, deoarece atunci am avea temperatura nula in toata bara in orice
moment, ceea ce contrazice conditia initiala (6.65).

Tinand seama de cele de mai sus, introducem o noua constanta A > 0, legata de constanta K prin relatia
K = —)2, ceea ce conduce la faptul ci ecuatia diferentiald verificata de X () devine

X"(x) +NX(z) =0, z€ (—00,+00). (6.71)
Ecuatia diferentiald (6.71) are solutia

X (x) = Acos Az + Bsin Ax. (6.72)
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Pentru constantele de integrare din (6.72) putem afirma c& depind de A, iar daca notdm cA = A(X) si ¢B = B(\),
o solutie a ecuatiei (6.64) este

u(z, t; \) = (A()\) cos Az + B(\) sin /\x) exp(—\2a*t), (6.73)
ceea ce inseamna ca la fiecare A > 0 avem céte o undd de temperaturd.

Aplicand principiul superpozitiei si tinand cont ca A acopera intreaga semidreapta pozitiva deschisa R =
(0, +00), constatdm ca solutia generald a ecuatiei (6.64) este

u(z,t) = /000 u(z, t; X) dA (6.74)

sau
u(z,t) = / (A(/\) cos Az + B(\) sin /\x) exp(—A%a’t)d\, VY (z,t) € R x [0,+00).
0

Conditia initiala (6.65) implica verificarea identitatii
/ (A(/\) cos Az + B(A) sin )\x) d\ = p(z), Yz eR, (6.75)
0

din care vom vedea ca se pot deduce functiile A(\) si B(\).
Intr-adevir, aceasta se va intdmpla daca functia ¢(x) este astfel incat admite o reprezentare integrala Fourier
in cosinus

p(z) = 1 /000 (/+OO o(a) cos A(z — a)da) dA. (6.76)

0 —oo

Folosind (6.75) si (6.76), deducem

h A(XN) cos Az + B(A) sin Az | dA =
/| )

+ + (677)
= / ((7/ () cos A da) cos Ax)d)\—l—/ ((7/ () sin A doz) sin Am) d\, Yz € R.
0 T™J - 0 T J_o
Deoarece functiile cos Az si sin Az sunt independente functional, din (6.77) rezulta
[t
AN) = — / () cos Aada,
™ — 00
. (6.78)
B()\) = 7/ p(a) sin Ada da.
a —0o0
Inlocuind in (6.73) expresiile (6.78) ale functiilor A(\) si B()\), obtinem pentru solutia w(x,¢; \) urmitoarea
expresie
1 +oo +oo
u(z,t; \) = — ( cos Az / o(a) cos Aada + sin Az / (o) sin A da) exp(—A\2a’t),
m —00 —00
care poate fi restransa la
1 +oo 5 5
u(z, t;\) = — (o) exp(—A“a“t) cos A(z — a)da. (6.79)
™ — 00

Daca introducem expresia functiei u(z,¢; A) din (6.79) in (6.74), putem afirma c& solutia problemei Cauchy
pentru ecuatia caldurii este data de expresia

u(x,t) = 1 /+°0 </000 exp(—A\2a’t) cos A(x — «) dA) o(a)da, (6.80)

T J—c0
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care se poate transforma, dacs in integrala interioars, care este o integrald de tip Poisson® se face substitutia

Aay/'t = u, L_x:v,

av/t

din care rezulta J
. L AMa —x) = uv.

av't’ av/t’

Asadar, integrala interioara din (6.80) are acum expresia

1 e 9 1
— exp(—u®) cosuv du = —=1(v),
— | e 1)

unde am notat cu I(v) integrala improprie depinzand de parametrul v

o0
I(v):/ exp(—u?) cos uv du.
0

Functia I(v) este derivabila si
I'(v) = —/ wexp(—u?) sinuv du.
0
Integrand prin parti, obtinem
/ 1 2\ < v [% 2
I'(v) = = exp(—u”) sin uv’ - = exp(—u”) cos uv du,
2 0 2 Jo

din care deducem ca functia I(v) este solutia ecuatiei diferentiale

I'(v) + %1(1}) = 0.

Astfel, pentru determinarea functiei I(v) trebuie sa integram o ecuatie diferentiald de ordinul intai cu
variabile separabile. Separand variabilele gi integrand, gasim

2

I(v):I(O)eXp(—U—).
\/E

Insi 1(0) = / exp(—u?)du este integrala Gauss—Poisson a carei valoare este I(0) = 5 astfel ca
0

2
I(v) = ﬁexp(— v—)
4
Revenind la notatiile pentru I si v, se gaseste

av't /000 exp(—a?A?t) cos ANz — a)d\ = g ex ( — M) (6.81)

o)

Inlocuind (6.81) in (6.80), avem

+oo T — )2
u(x,t) = ﬁ/_ o(a) exp ( - %)da, (z,t) € R x (0,+00). (6.82)

Integrala (6.82) se numeste integrala Poisson.

Relatia (6.82) descrie, in conditia initiald datd de ¢(z), regimul termic de rdcire al barei, imediat dupé
aplicarea incdlzirii la momentul ¢ = 0 cuantificatd de functia ¢(x).

Nu este clar insd ce se Intdmplad la momentul initial ¢ = 0. Este oare indeplinitd conditia initiald (6.65)7?

4Poisson, Siméon Denis (1781 — 1840), matematician francez, unul din creatorii fizicii matematice si autor al multor lucrri
despre mecanica cereasca, teoria elasticitatii si calculul probabilitatilor.
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Vom incerca sa raspundem la intrebare amintind cd am presupus ca functia ¢ este marginita pe R, adica
existda M > 0 aga incit sd avem |p(z)| < M, x € R. Vom arata cid functia (6.82) este de asemeni marginita,

adica satisface conditia
|u(z, )| < M, (x,t) € R x (0,+00). (6.83)

Facand schimbarea de variabild o = = + 2au+/t in integrala (6.82), obtinem
I
u(z,t) = 7/ o(x + 2auv/t) exp (—u?)du, (x,t) € R x (0,400). (6.84)
™ — 00

Integrala improprie depinzand de parametrii = si ¢ din (6.84) este absolut si uniform convergenta in raport cu
t > 0 si avem

00 +oo
lu(z, t)] < % /700 lo(z + 2auV/t)| exp (—u?)du < M% [m exp (—u?)du = M% T =M.

Asadar, are loc (6.83), deci functia u(z,t) din (6.82) este marginita.
Vom ariita acum c functia (6.82) este continud pe banda semi-infinita © = [0, £] x [0, co) si satisface conditia

lim u(z,t) = p(z), x € (—o0,+00), (6.85)

t—0

adica functia u(z,t) verificd conditia initiala (6.65).
Tinand cont de integrala Gauss—Poisson, rezulta ca putem scrie

+o00o
o(x) \f / x) exp (—u*)du. (6.86)

Din (6.82) i (6.86), obtinem

lu(z,t)—p(x)] = %‘ /;OO (cp(a:+2aux/¥)—gp(x)> exp (—u?)du| < — /+OO (z+2auv/t)—o(x)| exp (—u?)du.

+oo
Integrala improprie / exp (—u?)du este convergenti si are valoarea /7 deoarece este de doua ori integrala
— 00
Gauss—Poisson. Prin urmare, oricare ar fi ¢ > 0 existd k = k() > 0 astfel incat si avem

?%_(/_: exp (—u?)du + /k+°° exp (—u2)du) < % (6.87)

Tinand seama de inegalitatea (6.87) si de faptul cd |p(x + 2auv/t) — p(x)| < 2M, obtinem

+k
lu(z,t) —p(z)] < = —|— / o(x + 2auv't) — o(x)| exp (—u?)du.

Functia ¢ fiind continud rezultd c&, pentru e > 0 considerat mai sus, existd 6 = d(¢) astfel incat sd avem
€
lo(x + 2auv/t) — p(z)| < 2 pentru orice ¢ € [0,0], pentru orice u € [—k, +k]| si orice x € R. Deci, avem

e 1 +k

@) =Syl Cdu< S S T e () =
|u(z, t) gp(sc)\—2—|—2ﬁ » exp ( u)du<2—|—2\/E/7OO exp (—u)du =¢, Vt € [0,0],

adica are loc (6.85).
In baza Teoremei 6.3.3 rezultd ca functia (6.82) este unica solutie marginita a problemei (6.64), (6.65).
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Observatia 6.9.2. Procedind analog ca in demonstratia egalitatii (6.85), se poate ardta ca solutia problemei
(6.64), (6.65) depinde continuu de datele initiale.

Observatia 6.9.3. Din (6.82) se vede cd temperatura initiald ¢(x) se propagd instantaneu, ceea ce inseamnd
ca oricare ar fi temperatura initiald la momentul t = 0, aceasta da nastere unei temperaturi nenule in orice
punct x € R gi la orice moment t > 0. Aceasta situatie pare a fi imposibila din punct de vedere fizic si arata
limitele modelului care ne—a condus la ecuatia liniara (6.64) de propagare a caldurii. Acest neajuns se poate
inlatura, spre exemplu, dacad ipoteza lui Fourier (6.1), privind conductia caldurii, se inlocuieste cu o altd lege
de propagare.

6.10 Problema Cauchy a ecuatiei propagarii caldurii in n dimensiuni
spatiale. Solutie fundamentala

Sa consideram ecuatia cu derivate partiale de ordinul al doilea in functia necunoscuta

(x,t) = (w1, 72, ..., Ty, t) — u = u(x,t), (x,t) € R

; 2, 2 2,
5= aE 5 T g 070 (6.58)
Ecuatia (6.88) este de tip parabolic si mai poate fi scrisa in forma
up = a’V2u, a>0, (6.89)
.unde am notat
Viu = gj;?+g:i§+"'+(§j;;’ (6.90)

care este laplacianul functiei u in n dimensiuni.

In cazurile n = 3, n = 2 si n = 1, ecuatia corespunzatoare (6.89) descrie propagarea caldurii in trei, doud si
respectiv o singura dimensiune, intr-un mediu omogen si in absenta surselor interne de caldura.

Consideratiile si rezultatele obtinute in cazul n = 1, in paragraful anterior, se pot adapta pentru cazurile
n > 1. Vom da in continuare generalizari la cazurile n = 2 i n = 3, fara a le sustine cu argumente matematice
riguroase.

Ecuatia caracteristicd atagata ecuatiei (6.88) este

(%)2 + (5—:2)2+... + (52)2 )

si deci curbele caracteristice ale ecuatiei (6.88) sunt hiperplanele (n + 1)—dimensionale ¢ = A, unde X este o
constanta reala arbitrara.
Fie functia reald de 2n + 2 variabile reale (x,¢;&,7) = (21,22, ..oy T, €1, &2, .., En, T), definita prin relatia

1 _ Ix—gP

Ex,t;€,71)=

n
unde ||x — &[] = Z(mk — &)? este norma euclidiana in R™, iar exp este simbolul functiei exponentiale cu
k=1

baza numarul e.
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Efectuand derivatele functiei (6.91), gsim

oL _ n Ix —¢&|I” _

ot (*Q(t—r) 4a2(t—7)2)E(X’t’£’T)’
_ 1 n Ix — &I ,

ViE = ?(‘2@—7) 4a2(t—7)2)E(X’t’€’T)’

de unde rezultd c& functia (6.91) verifica ecuatia (6.89) oricare ar fi £ € R™ gi ¢t > 7.

Functia (6.91) se numeste solutie fundamentald a ecuatiei caldurii in n dimensiuni spatiale.

Pentru n =1gi 7 = 0, din (6.91) se obtine

1
E(l‘,t,g,O) = QGm.eX

si formula (6.82) se scrie sub forma

+oo
w(a, ) = / P(E)E(, £:€,0)d, (2,4) € R x [0, 00).

— 00

129

(6.92)

(6.93)

Daca g(z,t) este o functie marginita, continua gi absolut integrabild pentru (x,t) € R x [0, 00), atunci functia

+oo
oa,ti7) = / g(6. 1) E e, 1:6,7)de, 1> T,

— 00

satisface conditiile
ov 5 0%

T =a a2’ t>7; vz, ;7)) =g(x,T)

si deci functia
t
u(zx,t) :/ v(x, tyT)dr, t>T
0

este solutia problemei

ou 5, 0%u
5% Y02 +9(,t),
u(z,0) =0.

In cazul n = 2, solutia fundamentala a ecuatiei caldurii este

(z =8>+ (y—n)?
4a?(t — 1)

1
E($;y>t§f>7)a7):m'exp(— ), t>T.

Solutia problemei Cauchy
Lou_ o ot
a2 ot 0x2 Oy’
u(z,y,0) = ®(z,y)
este

+oo +oo
u(z,y,t) = [ [ ®(&,n) - E(x,y,t;&,m,0)dEdn,

®(x,y) fiind presupusi marginita, continui si absolut integrabild pe R2.
Solutia fundamentali a ecuatiei propagarii caldurii in cazul n = 3 este

(-8’ +@y—n’+(=-¢?
4a?(t — 1)

1

8ady/m3(t — 7)3

E(‘r>y727t;§7n7<-77—): -exp(—

(6.94)

(6.95)

(6.96)

(6.97)

(6.98)
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Daci ®(z,y,2) este o functie mirginitd, continud si absolut integrabild pe R, atunci solutia problemei
Cauchy
10u 0% 0%u O*u

2o ot op o (6.102)
u(z,y,2,0) = ®(z,y, 2)

este data de formula

+o00 +o00 +oo
w(y, 2, 1) = /_ ) /_ ) /_ BEn O B €. G0 (6.103)

Solutie. Fiind o bara de lungime infinita, solutia problemei este data de

+oo T — 2
u(z,t) = 2(1;\/%/_ go(ﬁ)exp(— ( 4a2§) >d§, (z,t) € R x [0,00).

Cunoscand functia ¢(z), dar si faptul ca a = 2, deducem ca solutia problemei devine

u(z,t) = 4\;% /j exp ( - (331—65)2)d£’ (x,t) € R x [0, 00).

—x .
, se obtine

4Vt

Daca se face substitutia u =

ﬁ
u(x, t) = \/% [Xi exp(—u?)du, (x,t) € R x [0, 00).
4t

Introducand notatia
2 [V
D(y :_/ exp(—z2)dz,
) = = [ e

constatam ca solutia problemei considerate este

o= 5(o(5) ~(57))
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6.11 Propagarea caldurii intr—o bara omogena de lungime finita,
a carei suprafata laterala este izolata termic si ale carei ex-
tremitati schimba caldura cu exteriorul prin convectie

Presupunem ca schimbul de caldura prin convectie se realizeazda cu medii ambiante aflate la temperaturile
constante uy §i ue, In respectiv cele doua capete ale barei. In aceste conditii, studiul propagarii caldurii in bara
omogend de lungime ¢, a cirei suprafatd laterald este izolatd termic, se reduce la rezolvarea ecuatiei (6.26) cu
conditia initiald (6.28) si cu conditiile la limita

%(0, t) — hy (u(o,t) - ul) ~0
Ju

5, (b0 +h (u(& t) — UQ) =0, tel0,00),

unde hy si ho sunt constante pozitive care arata ca extremitatile barei nu sunt termoizolate. In cazul in care
hi = hy = 0, relatiile (6.104) devin

(6.104)

ou

87(07” = Oa
ou
Sa(t,t) =0, te0,00)

si arata ca bara nu face schimb de caldura cu exteriorul ei.
Cautam solutia problemei la limita cu conditii initiale (6.26), (6.28), (6.104) in forma

u(z,t) = v(z) + w(z,t), (6.105)

unde v(z) este solutia ecuatiei (6.26), adica a ecuatiei v”/(x) = 0, care satisface conditiile la limitd (6.104).
Ecuatia v”(x) = 0 admite solutia generala

v(x) =1z + co. (6.106)
Impunénd functiei (6.106) sa satisfaca conditiile la limita (6.104), obtinem
e hy(ug — uy)
hl +h2+£h1h27 (6107)
C1 Uy — U
e Ry

Pentru ca functia u(z,t) din (6.105) sa fie solutia problemei la limitd cu conditia initiald precizata mai sus,
functia w(x,t) trebuie sa satisfaca ecuatia (6.26), conditia initiala

w(z,0) = u(w,0) - v(z) = () — v(z) = H(z), (6.108)
unde v(z) se determind din formulele (6.106), (6.107) si urmatoarele conditii la limitd omogene
g—w(o,t) — hiw(0,t) =0,
a”“" (6.109)
w
%(E, t) + how({,t) = 0.

Rezolvarea problemei la limitd cu conditiile (6.26), (6.108), (6.109) o vom face utilizdnd de asemeni metoda
separdrii variabilelor.
In cele din urma se gaseste

w(z,t) = i A, (% cos %.T + hq sin %x) exp ( - %t), (6.110)

n=1
unde pi,, n € IN*, sunt radécinile pozitive ale ecuatiei

u2 — €2h1h2

B - e 6.111
Lu(hy + ha) ( )

cot u =
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iar coeficientii A4,,, obtinuti din conditia initiald (6.108), folosind ortogonalitatea functiilor

X,(x) = % cos %x + hq sin M—;x

pe compactul [0, ], au expresiile

1 £ n n - fin
A, = W /0 to(x) (M? cos u?x + hq sin %x) dz,

prin patratul normei functiei X,,(z) intelegand numarul

¢ 2
1 X% = / (% cos %x + hq sin 'l%x) dx.
0

Din cele deduse mai sus rezultda ca distributia temperaturii intr-o bard omogena de lungime ¢, a carei
suprafata laterala este izolata termic gi ale carei extremitati schimba caldura cu exteriorul prin convectie este

),

data de legea

hi (U2 - Ul) Uz — U1 . Mo Mo . Hn
) = 2 m ) 2 S A (B cos Ba by sin B
u(@,t) h1+h2+£h1h2x+ul+h1+h2+€h1h2+nzz:1 g o8 hsm T

unde p,,, n € IN*, sunt ridacinile pozitive ale ecuatiei (6.64), iar coeficientii A,, au valorile date in (6.65

Gheorghe Barbu

(6.112)

2,2

a ltﬂ/
Jor (-

=

).
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Ecuatii de tip eliptic

7.1 Ecuatia lui Laplace si ecuatia lui Poisson. Solutie fundamentala

Din (6.90), unde s—a introdus laplacianul in n dimensiuni, desprindem cé& operatorul diferential de ordinul al
doilea care actioneaza asupra functiei u = u(x1,xa, ..., x,) are expresia

0? o 0?

2 _ 7 = _
V=gt et o (7.1)

Operatorul (7.1) este cunoscut sub numele de operatorul lui Laplace in n dimensiuni .
Operatorul lui Laplace in n dimensiuni poate fi scris de asemenea ca produsul scalar al operatorului dife-
rential vectorial

0 0 0
V=e— +e3— +..+e,

0. T %55, 9z, (7:2)

cu el insusi.

Operatorul V din (7.2) este cunoscut sub numele de operatorul lui Hamilton in n dimensiuni, iar ey, unde
k€ {1,2,...,n}, sunt versorii reperului cartezian ortogonal Oxixs...x,. Asadar,

V2=V.V.

Definitia 7.1.1. FEcuatia cu derivate partiale de ordinul al doilea
V2u =0 (7.3)

se numeste ecuatia lui Laplace tn n dimensiuni.

Definitia 7.1.2. Fcuatia cu derivate partiale de ordinul al doilea neomogend
V?u = f(21,22, ..., Tn), (7.4)

unde f: D C R™ — R este o functie continua pe D, se numeste ecuatia lui Poisson tn n dimensiuni.

Definitia 7.1.3. O functie reald u(x) definita pe un domeniu D C R™, unde este considerata una din ecuatiile
(7.3), sau (7.4), care este continud impreund cu derivatele sale partiale pand la ordinul al doilea si transforma
in identitate acea ecuatie cu derivate partiale se numeste solutie regulatd a respectivei ecuatii.

133
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Definitia 7.1.4. O solutie regulatd ?n D C R™ a ecuatiei lui Laplace (7.3) se numeste functie armonicd.

Se verifica imediat ca functia

[x—y|*>™ dacd n>2

{ E(x,y) = { s XFY = (Y1,Y25 5 Yn)s (7.5)

—ln|x—yl||, daca n=2

unde

I = yll = V(21 = 51)? + (22 = y2)? + . + (20 — ),

este solutie a ecuatiei lui Laplace in n dimensiuni (7.3) pe multimea R™ \ {y}.

Definitia 7.1.5. Functia E din (7.5) se numeste solutie!fundamentald sau solutie!elementara a ecuatiet
lui Laplace in n dimensiuni.

Observatia 7.1.1. Pentru a semnala existenta si a vectorului 'y in expresia (7.5), se obisnuieste ca solutia
fundamentald (7.5) sa se noteze prin E(x,y).

Din Definitia 7.1.5 rezulta ca solutia fundamentala a ecuatiei lui Laplace este o functie armonica in orice
punct din IE™ \ {y}, iar in punctul & admite o singularitate de tip pol pentru n > 2 si logaritmicd pentru n = 2.

Spatiul fizic il vom nota cu R? i il vom presupune raportat la sistemul cartezian ortonormat Ozyz. Multimea
de versori ortonormati {i, j, k} este baza reperului ortonormat R = {0, i, j, k}, i fiind versorul axei Oz, j versorul
axei Oy, iar k este versorul axei Oz. Planul z = 0 va fi asimilat cu R2.

In cazul n = 3, solutia fundamentald a ecuatiei lui Laplace este

E((wvyaz)v(§77’v<)) = %a r= \/(l‘*f)2+(y77])2+(2’*§)2, (Z,y,Z) 7& (577%0’ (76)

iar in cazul plan avem

B((@y) En) = = —r, =@ OGP (50) # (€n). (17)

Teorema 7.1.1. Fie S o hipersuprafatd neteda, inchisi sau nu din spatiul punctual afin euclidian IE™
asociat spatiului vectorial R™ si fie p(§) o functie reald continud definita pe S.
FExpresia

u@waéEwmmwm%, (7.8)

unde doy, este elementul de arie al hipersuprafetei S, a carui pozilie pe hipersuprafatd este determinatd de
variabila de integrare y, este o funclie armonicd in raport cu variabila x pentru toate punctele x ale spatiului
IE™ nesituate pe S.

Demonstratie. Afirmatia rezultd din faptul cd functia F(x,y) este armonica in raport cu variabila x pentru
z

x # y ¢i din faptul ca operatorii de derivare partiald de ordinul al doilea 922 se aplica sub semnul integrala din
€L

membrul al doilea al relatiei (7.8). q.e.d.
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7.2 Proprietatile fundamentale ale functiilor armonice

Teorema 7.2.1. Dacd u(x) este o functie armonicd in D C R™, atunci la fel este gi functia u(ACx + h), unde
A este o constanta reala, C este o matrice ortogonald constanta de ordin n, iar h = (hy, ho, ..., hy,) este un vector
constant din R™, cu proprietatea ca A\Cx + h apartine domeniului D.

Demonstratie. Amintim ca matricea C' se numeste ortogonala dacd coincide cu inversa sa. Prin urmare, o
matrice ortogonald are proprietatea C' - Ct* = C' - C = I,,, unde C! este transpusa matricei C, iar I, este
matricea unitate de ordinul n, proprietate care se poate exprima matematic prin relatiile:

n n
Ve = D @Gy = G (7.9)
k=1 k=1

unde d;; este elementul de pe linia 4 §i coloana j a matricei unitate, care este egal cu 1 daca ¢ = j si zero daca
i# 7.

Folosind regula lantului de derivare a unei functii compuse gi relatiile (7.9) deducem céa au loc egalitatile

02 02
@U(ACX—F h) = )\Q@U(y), ie€{1,2,..,n}, (7.10)
unde y = A\Cx + h.
Afirmatia din teoremé este acum evidentd daca tinem cont de (7.3), (7.9) si (7.10). q.e.d.

Teorema 7.2.2. Daca ug(x), k =1,2,...,m, sunt functii armonice, atunci tot astfel este gi suma finita
m
u(x) = Z cruk(x),
k=1

unde ¢, sunt constante reale arbitrare.

Demonstratie. Afirmatia rezulta evident din egalitatea

m

v? ( kz::l CrUg (x)) = é e V2ug(x)

si Definitia 7.1.4. q.e.d.

Teorema 7.2.3. Daca u(x) este o functie armonicad intr—un domeniu D C R™, atunci functia

o) = P ()

este de asemenea o functie armonica in toate punctele unde ea este definita.

Demonstratie. Afirmatia rezulta prin verificare directa, calculand derivatele partiale nemixte de ordinul al doilea
ale functiei v(x) si tindnd cont de faptul ci u(x) este functie armonica in D. q.e.d.
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In cazul in care domeniul D C R™ contine punctul de la infinit, definitia functiei armonice necesita unele
mentionari suplimentare deoarece notiunea de derivata in punctul de la infinit nu mai are sens. Pentru aceasta,
este nevoie de precizat ce se intelege prin vecindtate a punctului de la infinit.

Definitia 7.2.1. Prin vecindatatea punctului de la infinit in R™ se intelege exteriorul bilei inchise de raza
R cu centrul in origine.

Exteriorul bilei inchise de raza R cu centrul in origine este multimea punctelor x € R" caracterizata de
inegalitatea ||x| > R.

Definitia 7.2.2. Se spune cd functia u(x) este armonica in punctul de la infinit sau mai precis, intr—o
vecinatate a punctului de la infinit, cand functia

o) = Il ) (7.11)

este armonica in sens obisnuit intr—o vecindtate a punctului y = 0.

Expresia (7.11) are sens pentru toti y # 0, iar valoarea functiei v(y) in punctul y = 0 este definita ca fiind
limita linbv(y).
y—)

Prin transformarea y = a variabilei y, rezulta formula

uGe) = P ()

X
%1

Definitia 7.2.3. Printr-o solutie regulata la infinitu(x) a ecuatiei lui Laplace se intelege o functie care este
armonicd peste tot intr—o vecinatate a punctului de la infinit, cu exceptia punctului de la infinit insusi si care
ramane mdrginitd pentru ||x|| — oo in cazul n = 2 si tinde la zero nu mai incet decdt tinde la zero ||x|*~™ in
cazul n > 2.

Fie D un domeniu din spatiul afin IE™ care are o frontiera S suficient de neteda si fie u(x) si v(x) doua
functii reale armonice pe D, continue In D U S impreuna cu derivatele lor partiale de ordinul intai.
Integrand peste domeniul D identitatile

n ov 0
Za:m( 8%) Zasz 8;1:

i=1

Z ( a;i “%):O

i=1

gi folosind formula integrald Gauss—Ostrogradski [8], obtinem corespunzitor formulele

/Sv( ) Z/ 6% ax, (x)d7y (7.12)

[ (00552~ i) 52 Yo, =0 (7.13)

On, On,

i

In formulele (7.12) g1 (7.13), ca si in cele ce urmeaz, prin n, intelegem vectorul unitar al normalei exterioare

du(y)

n

in punctul y al hipersuprafetei S, iar

este derivata dupa directia n, a functiei u(y) in punctul y care,
Y
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dupa cum se stie, este egald cu produsul scalar dintre gradientul functiei u in punctul y si versorul normalei
exterioare n,, adica

du(y)

Vu)( y)n

any ( Z ayk yk )

De asemenea, do, este elementul de arie al hipersuprafetei S in punctul curent al ei y, iar dr, este elementul
de volum in punctul x € D care, dupa cum se stie este dr, = dxidas - ... - dx,, unde x = (21, Ta, ..., Ty).

Pentru ca formulele (7.12) si (7.13) s& raméand valabile in cazul in care D contine punctul de la infinit, situatie
care se Intampla daca D este mulfime nemarginita, este natural sia cerem ca integrantii din aceste formule sa
fie functii absolut integrabile, sau sumabile in cazul cand expresiile din cei doi membri ai formulelor (7.12) si
(7.13) sunt intelese ca integrale Lebesgue.

Formulele (7.12) i (7.13) fac posibila stabilirea incd a unui numéar de proprietati elementare ale functiilor
armonice.

Teorema 7.2.4. (Teorema de unicitate a functiilor armonice) Dacd functia u(x) este armonicd in dome-
niul D, continua in D U S impreund cu derivatele partiale de ordinul intdi ale sale si egala cu zero pe frontiera
S a domeniului D, atunci u(x) = 0 peste tot in DU S.

Demonstratie. Proprietatea indicatd rezulti din egalitatea (7.12) daca facem in ea u(x) = v(x). Intr-adevir,
deoarece u(y) = 0 pentru y € S, formula (7.12) implica

Z / 3367 = /S U(y)agr(lj)doy (7.14)

$i prin urmare

Z/ ax d’Tm =0.

. ou
In consecinta, Frol 0(=1,2,....,n), x € D, adicd u(x) = const. pentru toti x € D. Acum, deoarece u(y) = 0
oF
pentru y € S, in baza continuitatii functiei u(x) in domeniul inchis D U S, rezulta cd u(x) = 0 pentru toti
xe DUS. q.e.d.

Teorema 7.2.5. Fie u(x) o functie armonicd in domeniul D gi continud in D U S impreund cu derivatele ei
partiale de ordinul intai.

ou
Daca derivata pe directia normala —— (y) este egald cu zero pe frontiera S a domeniului D, atunci u(x) =

On,

const. pentru toti x € D.

Demonstratie. Aceastd proprietate a functiilor armonice se demonstreaza exact in acelagi mod ca teorema
precedentd. Pentru a finaliza demonstratia este suficient ca in egalitatea (7.14) si ludm in consideratie faptul

5‘u( )

8ny

= 0 pentru totiy € S. q.e.d.

Teorema 7.2.6. Dacad u(x) este functie armonica in domeniul D, continud in DU S impreund cu derivatele ei
partiale de ordinul intdi, atunci integrala pe hipersuprafata S a derivatei pe directia normald este egald cu zero.
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Demonstratie. Intr-adevir, punand in (7.12), v(x) = 1 pentru toti x € D, obtinem

Ou(y)
s Ony

do, = 0. (7.15)

q.e.d.

7.3 Formule de reprezentare integrala

7.3.1 Formule de reprezentare integrala ale functiilor de clasa C' si C*

Asa numitele formule de reprezentare integrald ale functiilor de clasa C' si C? pe un domeniu D C IE™ se obtin
prin introducerea solutiei fundamentale F(x,y) in prima si a doua identitate a lui Green, prezentate pentru
cazul n = 3 in relatiile (3.86) si respectiv (3.87), bineinteles cu luarea in consideratie a Observatiei 3.8.1.
Deoarece solutia fundamentala contine de fapt 2n variabile, va trebui si precizam care din ele sunt fixe
si care sunt variabile, x = (21,22, ..., 2n), ¥ = (Y1,Y2, -, Yn)- In cele ce urmeazi vom presupune x fix, iar y
variabil in domeniul D C IE", adica y € D. Pozitia lui x se poate determina in functie de domeniul D :

e punctul x poate sa apartina lui D;
e x poate sa fie situat pe frontiera lui D, adica x € 0D = S;
e punctul x se poate afla in exteriorul lui D.

Vom presupune ca D este un domeniu marginit.
Avand 1n vedere forma solutiei fundamentale, vom constata ca in formulele de reprezentare integrala, pe
care urmeaza sa le demonstram, apar integrale improprii de forma
dr,
I(x) :/ Myfw xeD, (7.16)
p lIx =yl
unde « este un numar real, f(y) este o functie definita, marginita si integrabila in domeniul marginit D, iar
dr, este elementul de volum al spatiului afin JE".

Lema 7.3.1. Dacd f(y) este o functie definitd, marginitd si integrabila in domeniul mdrginit D, iar o < n,
atunci integrala improprie (7.16) este convergentd.

Demonstratie. Deoarece punctul fix x apartine domeniului D, il putem izola in bila deschisd B(x,¢) centratd
in x, de razd € > 0, complet inclusd in D si vom putea scrie I(x) = I.(x) + I1(x), unde s—a notat

rw= [ SR ne- [ T (r.17

xe) X = yl*’ \B(x,e) X —yll*

Deoarece integrantul care apare in I;(x) este o functie integrabild in D \ B(x,¢), este suficient sa gisim in ce
conditii este convergenta integrala I.(x).

Pentru aceasta, efectuam schimbarea de variabila y = x + rs, unde 0 < r < ¢, iar s este un versor arbitrar
din R™, ceea ce inseamna ca ||s|| = 1. De asemenea, putem afirma ca multimea versorilor s constituie sfera X,
de razd unitate cu centrul in origine, denumita pe scurt sfera unitate si notatd cu 3(0,1).

Deoarece elementul de volum in B(x,¢) este dr, = r"~'drdw,, unde dw, este elementul de arie al sferei
3(0, 1), iar norma vectorului x — y este egald cu raza ¢ a bilei B(x,¢), rezulta ci integrala improprie I.(x) se
prezinta ca o iteratie de doua integrale, una simpla, pe sfera unitate (0, 1), si cealaltd integrala improprie de

d &€
speta a doua I.(x) = / % = / 7'”_‘1_1d7'/ f(x+rs)dwn.
B(x,¢) [x =yl 0 (0,1)

a
Conform unui criteriu cunoscut de convergenta a integralelor improprii de forma / "= ldr cua > 0,
0

[8], integrala I.(x) tinde la zero, cdnd € — 0, dacd n — a — 1 > —1, ceea ce Inseamna « < n. q.e.d.



Capitolul 6—FEcuatii de tip parabolic 139

Teorema 7.3.1. (Formula de reprezentare integrald a functiilor de clasa C1) Dacd u(x) este o functie
de clasd C' in D si de clasd C° pe inchiderea D a domeniului D de frontierd S, atunci are loc identitatea

pnu) = [ 9,569 (Vo - [ u)*5E Y i, (r.18)

27"/? este aria sferei unitate din [E™;

+ oo
o I'()) :/ N e ?dx este functia gamma a lui Euler ;
0

E(x,y) este solutia fundamentald a ecuatiei lui Laplace;

. 2Exy)
on,

este derivata pe directia normalei exterioare n, a solutiei fundamentale E(x,y);

p este functialin scara definita in modul urmator:
+1, daca x € D;
1
p(x) = +3 daci x € 9D =5, (7.19)

0, daci x ¢ D, adicd x € IE™\ D.

Demonstratie. Amintim intai c& prima identitate a lui Green scrisa pentru un domeniu D C [E", de frontiera
S, se obtine formal din (3.86) dacé considerdm ca integrala de volum este pe domeniul n—dimensional D, iar
integrala de suprafata este o integrala pe hipersuprafata S, adica

/‘ u(y)(V2v)(y)dr, —I—/ doy. (7.20)
D

D

(Vo) - ((Vo)3))dr, = [ utx)

S Bny

Daci presupunem c& x € IE™ \ D, atunci |[x — y|| # 0 si deci V2E(x —y) = V2E(x —y) = 0, oricare ar fi
x in aceastd situatie. Deoarece F(x —y) € C?(D), daci x # y, se poate aplica prima identitate a lui Green
(7.20) in ipoteza v(y) = E(x —y), aici x considerandu-se fixat in 5™\ D. Prima integrald din (7.20) va dispare
si se obtine evident formula (7.18), cu p = 0.

Daci insé x € D, formula (7.20) nu se mai poate aplica deoarece v(y) = E(x — y) nu este de clasi C?(D).

Pentru a elimina aceasta dificultate, vom considera din nou bila deschisa care a fost introdusa in demonstratia
Lemei 7.3.1. In domeniul D \ B(x,¢) se poate aplica formula in cauzi, deoarece ||x — y|| # 0, obtinandu-se
astfel identitatea

/D\B(X’E) u(y)V2E(x — y)dr, + /D\B(xﬁ) ((Vu)(y)) . ((VyE)(x,y))dTy _ /B(D\B(Xvs)) u(y)gma(n,zy)d%

care, deoarece V3 E(x —y) = 0 si deoarece 9(D \ B(x,¢)) = dDUIB(x,e) = SUY, se va putea scrie in forma

—/Eu(y)aE()(’y)doy :/D\B(x,g) ((Vu)(y)) . ((VyE)(x,y))dTy—/Su(y)aE()(’y)doy, (7.21)

On, On,

unde am tinut cont ca versorul normala exterioara n, in punctul y € X este dirijat spre centrul sferei 3, ceea ce

0

inseamna ca vom avea .~ o Avand 1n vedere expresia (7.5) a solutiei fundamentale F(x,y), vom avea
n, r
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0 1 1
de asemenea a—E(X, y)=——|x—y||* " = ——&'"", deoarece y € ¥ si deci ||x — y|| = . Vom gisi
r n n

/ u(y)wday = —/ u(x + es)doy, (7.22)
> on, 2(0,1)

unde (0, 1) este sfera unitate, avand elementele notate cu s, iar dog este elementul de arie in punctul s al
acestei sfere.

Inlocuind integrala din (7.22) in identitatea (7.21), dupa trecere la limta pentru e — 0, gsim formula (7.18),
in care p(x) = +1, deoarece lir% (D \ B(x, 5)) =D si lirr(1) u(x + es)dos = u(x)wp,.

e eV JIs(01)

Dacd x € 9D = S, vom extrage din D o semibild B’(x,¢), cu centrul in x si razi € > 0.

Rationamentul anterior se aplica in intregime, singura diferentd constand in faptul ca in loc de integralele
care apar in (7.22), care sunt calculate pe sfera ¥ cu centrul in x si razd € vor aparea aceleasi integrale, insa
calculate pe o emisfera.

Notand cu ¥’ aceastd emisferd, vom avea:

- [P Pao, = [ ((90) - (B )i - [0 TG e (729

on, s on,
/ u(y)wday = —/ u(x + es)dos; (7.24)
Z on, ¥/(0,1)
: IE(x,y) : 1
1 — =-1 N . 9
. u(y) on, doy = — lim o) u(x + es)dos = —Zwnu(x) (7.25)

1
unde ¥'(0, 1) este emisfera unitate, a carei arie este FWn

Analizand acest de al treilea procedeu si tinand cont de (7.24) si (7.25), dupa trecerea la limita pentru e — 0
in (7.23), constatam ca (7.18) este adevarata si in cazul x € S = 9D. q.e.d.

Teorema 7.3.2. (Formula de reprezentare integrala a functiilor de clasa C?) Dacd u(x) este o functie
de clasd C? in D si de clasa C*(D) si S este frontiera lui D, atunci are loc identitatea

“(Y)day— /D E(x,y)(V2u)(y)dr,, (7.26)

) = = [ utn) o, + [ Bey) G

in care p este functia in scard definita prin (7.19).

Demonstratie. Scriind identitatea lui Green (7.20), in care v(y) = u(y), iar u(y) = E(x,y), obtinem relatia

[ B owin+ [ (V) (Vow)in = [ 2enGin,. @2

Dupé cum ne convingem imediat, egalitatea (7.27) are sens cici punand aici D \ B(x,¢) in loc de D si facand

apoi € — 0, obtinem o relatie din care putem extrage termenul / ((Vy)E(x7 y)) . ((Vu)(y))dry care, Inlocuit
D

in (7.18), conduce exact la formula (7.26). q.e.d.
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7.3.2 Formula de reprezentare integrala a unei functii armonice

Teorema 7.3.3. Pentru o functie armonica intr—un domeniu D de frontiera S, continud in D U S impreund
cu derivatele partiale de ordinul intai, are loc formula de reprezentare integrala

OE(x,y)

1
g Y

Ju(y)
on

Y

u(x) = /S E(x,y)

Wy = 27"/ este aria sferei de razi unitate din JE", iar I este functia Gamma a lui Euler.

0

Demonstratie. Pentru a deduce formula (7.28), alegem un punct arbitrar x € D si consideram bila inchisa
ly — x|| < & de razd e > 0, situatd in intregime in D. Not&m cu D, partea din domeniul D care rdméne in
afara bilei. Aplicadm formula (7.13) domeniului D, a cdrui frontierd este reuniunea dintre frontiera S a lui D si
frontiera bilei, de ecuatia ||y — x|| = ¢. In locul functiei v(y) vom considera v(y) = E(x,y). Obtinem

du(y) OE(x,y) du(y) OE(x,y)
E(x,y) —u(y) doy = / E(x,y) —u(y) do. 7.29
/S ( on, On, ) Y lly —x||=¢ ( On, on, ) ¥ ( )
. . : . U IE(xy) .
Celui de al doilea termen din membrul doi ii adunam si scadem termenul u(x)aT si astfel membrul
Y

doi al egalitatii (7.29) devine

/. B,y 2 g5, - [, () —u) OB gy ) [ P gy, 730

8ny 8ny lly —x||=¢ 8ny

Pe de alta parte, pe sfera ||y — x|| = ¢, avem

1
v, Dbentru n>2
Ex,y)={ (n—2)"?
—lne pentru n =2,
1
aE(X y) 7577/7_1 pentru n > 2,
om, | 1
By —— pentru n = 2,
€
oF
lim (u(y) - u(x)) M)day =0,
=0 jly—xl|= on,

/ day W
n—1 - n-
Sy —x||=< €"

Prin urmare, in baza relatiei (7.15), prin trecere la limit& pentru e — 0 in egalitatea (7.29) In care se tine
cont de (7.30), se obtine reprezentarea integrala (7.28). q.e.d.

Observatia 7.3.1. Formula (7.28), de reprezentare integrald a unei functii armonice in D C IE", se poate
obtine direct din (7.26) dacd se tine cont de faptul cd functia u(x) este armonica in D.
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7.4 Formule de medie ale unei functii armonice

Teorema 7.4.1. Dacad ¢(x) este o functie armonicd pe un domeniu D C IE"™, atunci valoarea sa intr—un punct
x € D este egala cu media valorilor luate pe frontiera unei bile inchise arbitrare cu centrul in x si raza R inclusa
in D, adica
1
u(x) = 7_/ u(y)doy,. (7.31)
wn By =R !

Demonstratie. Intr-adevir, deoarece pe sfera ||y — x|| = R avem egalititile

1
v pa—3 bentru n > 2,
E(x,y)=4 (n—2)R"?
—InR pentru n =2,
1
BE(x,y) T pentru n > 2,
“on, 1
Ty % pentru n = 2,

este ugor de vazut cd, in baza formulei (7.15), din formula de reprezentare integrala (7.28), obtinem (7.31).
Scriind formula (7.31) pentru sfera ||y — x|| = p < R in forma

_ 1
ww®=—/ w(y)do,
ly —x|l=p

Wn,

gi integrand aceastd egalitate in raport cu p pe compactul [0, R], obtinem

n

m u(y)dry, (7.32)
wn IR -/lyx|<R !

n

u(x) =

Wn,

unde dr, este elementul de volum a carui locatie in D este specificata prin variabila y, iar este volumul
bilei deschise [ly — x[| < R.
Formulele (7.32) si (7.31) sunt cunoscute ca formule de medie ale unei functii armonice pentru o bila

deschisa si respectiv pentru frontiera acesteia. q.e.d.

Folosind coordonatele polare in plan si in spatiu, formula de medie (7.31) se poate rescrie in respectiv formele:

27
u(wy,x9) = QL/ u(z1 + Rcosf,zy + Rsin)do, (7.33)
™ Jo
1 T 27
u(xy, X9, x3) = E/ d9/ u(zy + Rsinfcos ), zo + RsinOsin, xs + R cos 0) sin Odip. (7.34)
0 0

7.5 Principiu de extrem pentru functii armonice

Consideram o functie u(x), armonicd in domeniul D C R™, gi notdm cu m gi M marginile inferioara si superioara
ale valorilor functiei respective.

Din egalitatea (7.32) cu usurinta se poate stabili urmatoarea proprietate cunoscuta sub numele de principiu
de extrem pentru functii armonice.
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Teorema 7.5.1. O functie u(x), armonicd pe un domeniu D, nu poate lua valorile sale maxime sau minime
in puncte ale domeniului D decat daca se reduce la o constanta.

Demonstratie. Cand M = +oo sau m = —oo afirmatia din teorema este evidenta deoarece functia u(x) poate
lua numai valori finite in orice punct al domeniului D. Presupunem atunci ca M # 400 §i ca exista un punct
X € D in care functia u(x) ia valoarea sa maxima pe D,

u(x0) > u(x), Vx e D. (7.35)

Daca By este o bila cu centrul in xq si raza ag astfel aleasa incat By si frontiera sa Sy sa fie incluse in D, atunci
din (7.31) i (7.35) rezulta

1
Wn Qg ly —x[l=ao
Daca pe sfera ||y — xo|| = ap existd un punct x; in care u(x;) < u(xg), datoritd continuitatii functiei u(x),

existd o vecindtate V7 a punctului x; pentru care u(x) < u(xp) si inegalitatea (7.36) devine stricta

u(xg) > 11/| e u(y)doy, (7.37)

wnag

ceea ce contrazice egalitatea (7.31). Rezultd u(x) = u(Xg), Vx € S, si aceasta pentru orice sferi care indeplinegte
conditiile enuntate, in particular pentru sferele cu centrul in x( si cu raza a < ag. Deci

w(x) = u(xo), Vx €& By= ByUSp.

Valoarea maxima u(ugp) fiind egald cu u(x1), Vx; € Sp, repetand rationamentul pentru o bild By cu centrul in
x; aleasi astfel ca By US; = By C D, rezulti ci u(x) = u(x1) = u(xg), Vx € Bj etc. Fiey € D arbitrar. Cum
D este multime conexa, exista o linie poligonala L, de lungime finita, care uneste xo cu y. Luand x; = So N L,
X = 51 N L etc., dupd un numar finit de pasi obtinem o bild B,, astfel incat y € B, deci u(y) = u(xo),
Vy € D. In concluzie, daci u(x), armonicd pe D, ia intr-un punct xg € D valoarea sa maxima, u(x) se reduce
la o constanta pe D.

Asadar, din rationamentul dezvoltat mai sus, rezulta ca punctul de extrem ugy nu poate apartine interiorului
domeniului D, si in consecinta uy € Sy. q.e.d.

conditie la frontierd, atunci diferenta lor w(x) = u(x) — v(x) este egald cu zero pe frontiera S a domeniului
D, si prin urmare, in baza principiului de extrem pentru o functie armonicd, w(x) = 0, adicd u(x) = v(x)
pretutindeni in D U S.

7.6 Problema Dirichlet si problema Neumann

Cand se deduc anumite ecuatii cu derivate partiale din legi generale care guverneaza fenomene ale naturii, apar
in mod natural conditii suplimentare impuse solutiilor cautate. Demonstrarea existentei si unicitatic solutiilor
care satisfac conditii suplimentare specifice (la limita sau pe frontierd si eventual initiale) joaca un rol important
in teoria ecuatiilor cu derivate partiale.

Daca atunci cand au loc mici variatii ale datelor continute atat in ecuatii cat si in conditiile suplimentare
impuse solutiilor se produc mici variatii ale solutiilor care satisfac ecuatiile si conditiile modificate spunem ca
solutiile sunt stabile sau cd problemele sunt bine puse (corect puse). Altminteri, problemele in chestiune se zic
probleme puse impropriu sau probleme incorect puse.

Este bine de mentionat ca conditiile problemelor care trebuiesc sa fie satisfacute de catre solutiile cautate
depind de tipul ecuatiei cu derivate partiale considerate.

Sa formulam acum o problema la limita a carei corectitudine se va demonstra ulterior.

Presupunem ca S, frontiera unui domeniu marginit D din spatiul afin n—dimensional IE", asociat spatiului
euclidian R™, este o hipersuprafatd netedd (n — 1)— dimensionald.
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In cele ce urmeazi, prin suprafatd in IE™ vom Intelege o hipersuprafatd (n — 1)—dimensionald de acest
tip. Preferam acest stil de prezentare, general la prima vedere, in dorinta de a prinde simultan cele doua
cazuri intalnite cel mai frecvent in practica curenta. Primul caz este acela in care n = 3, hipersuprafata fiind
acum suprafata obignuitd din spatiul euclidian tridimensional, iar cel de al doilea este cel in care n = 2, cand
hipersuprafata este inlocuitd de o curba plana.

S& formuldm urméatoarea problema: sd se determine acea solufie u(x) a ecuatiei (7.3) care sd fie requlata in
domeniul D, continud in regiunea inchisd D U S ¢i care sa satisfaca conditia la limitd

lim u(x) = ¢(y); x€D, ye5 (7.38)
unde ¢ este o functie continud datd definita pe S.

Problema astfel formulata este cunoscuta sub numele prima problema la limita fundamentald sau problema
Dirichlet.

Problema Neumann constd in determinarea unei functii u(x), armonica pe domeniul D C IE™, pentru care
sunt date valorile derivatei sale dupa directia versorului n al normalei exterioare

(@) (x) = (x); x€8, (7.39)
On
in toate punctele x apartindnd frontierei S a domeniului D, in care normala n(x) este continua. Functia 1 (x)
este considerata cunoscuta, data si este o functie continua.

Problema Neumann pentru ecuatia lui Laplace este cunoescuta si sub numele de a doua problema la limita
sau a doua problema fundamentald .

Aceste doua probleme, referindu—se la un domeniu marginit, se numesc probleme interioare. Urmatoarele
probleme, referitoare la domenii nemarginite, se numesc probleme ezterioare .

Fie D un domeniu nemérginit gi S frontiera sa formata din una sau mai multe suprafete cu normala n(x)
continué pe portiuni. D&m ca exemplu urmitoarele domenii neméarginite din IF>, spatiul afin asociat spatiului
liniar R?, in care s—a ales reperul cartezian ortogonal Ozyz :

Dl—{xy,z
=1
={

{(z,y,2

ER3| 2% +y? + 22> R?}, R>0;
eR3|z >0}

eER3| 2% +y? > R?% 2>0}, R>0;
ER3|(x—-2)2+y*>>1, 2> 0}

T,Y, %
T,Y, %

(%,y,2)
(=9, 2)
(%, y,2)
(=9, 2)

Multimea D1 reprezinta exteriorul bilei inchise cu centrul in origine de raza R si este o multime deschisa, conexa,
dar nemarginita. Domeniul Dy este semispatiul superior. Multimea D3 este semispatiul superior din care s—a
inlaturat jumatatea superioara din cilindrul circular inchis, de raza R, cu axa de rotatie axa Oz. Ultima multime
este situata In semispatiul z > 0 dar si In exteriorul cilindrului cu generatoarele paralele cu Oz, avand curba
directoare cercul de razd 1 gi centrul in punctul C(2,0,0) situat in planul Oxy. Domeniile Dy, D3 si D4 sunt
de asemeni nemarginite.

Problema lui Dirichlet pentru un domeniu nemdrginit D C IE™ este urmatoarea: sa se determine o functie
u(x), armonica pe D, cu urmatoarele conditii:

u(x) = p(x), Vx € 5; lim wu(x) =0,
lIx[—o0
unde p(x) este o functie data, definita pe frontiera S a domeniului D.
Problema Neumann pentru un domeniu nemdrginit D C IE" constd in determinarea unei functii u(x),

u
armonica pe D, date fiind valorile derivatei 8—(x) in toate punctele x € S In care n este continua, iar
n
lim w(x)=0.

[l [l —oc

Teorema 7.6.1. Solutia problemei Dirichlet este unica, atat in cazul domeniilor marginite cat si in cazul
domeniilor nemarginite.
Solutia problemei Neumann pentru domenii marginite este determinatd in afara unei constante aditive.
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In cazul domeniilor nemarginite, solutia u(x) a problemei Neumann care satisface conditiile suplimentare

lu(x)] < ¢ max{ Ou (X)’ Ou

ou
32, ) |9y ™)

K
— < — R
09|} < e 1> Ro

g eeny

n—2
unde C, K, Ry, A sunt constante strict pozitive date gi A > —5 este unica.

Demonstratie. Sa presupunem ca existd doud solutii ale problemei Dirichlet, uq(x) si u2(x)
V2U1(X) = 07 VQUQ(X) = 03 pe Da
u1(x) = p(x), ux(x) =¢(x), VxeS.

Diferenta lor u(x) = u;(x) — uz(x) va fi o functie armonici pe D, nuli pe frontiera S. In plus, in cazul cand D
este domeniu nemarginit
lim w(x)=0.
[[ x| —o0

In aceste conditii, functia u(x) este nuld pe D. intr-adevér, daca ar lua valori strict pozitive in puncte ale
domeniului D, ar rezulta ca u(x) ar lua valoarea sa maxima intr—un punct din D, fapt care contrazice Teorema
7.5.1. Pentru motive similare, u(x) nu poate lua valori strict negative pe D. Cum u(x) = 0 pe D, rezulta
u1(X) = uz(x) gi unicitatea solutiei problemei Dirichlet este dovedita.

Sa consideram acum problema Neumann pentru un domeniu marginit D de frontiera S. Presupunem ca
admite doud solutii u;(x) si uz(x). Diferenta lor u(x) = u;(x) — uz(x) este functie armonica pe D si Ju =0,

On
pe S. Din (7.12), in care punem u = v, rezulta / [(Vu)(x)||?dr, = 0. Functia u(x) este de class C?(D), deci
D

F(x) = ||(Vu)(x)||* este continui si pozitivd pe D. S& presupunem ci existd xo € D pentru care F(xg) > 0.
Datorita continuitatii, existd o vecinatate Vy C D a punctului xg pe care F ia valori strict pozitive, deci

F(x)dr, > 0. Rezulta ca / (V) (x)||?dr, = / F(x)dr, > 0, care contrazice egalitatea de mai sus. Prin
Vo D Vo
urmare, F(x) =0, Vx € D. Deci, in toate punctele domeniului D,

(%)2 + (%‘2)2 bt (%)2 — 0.
ou ou ou

Aceasts egalitate are loc dach — = — = ... = —— = 0 1n orice punct x al domeniului D, deci u(x) se
o1 Oxo Oy,

reduce la o constanta pe D, adica cele doud solutii u(x) si ug(x) diferd printr—o constanta.

In cazul cand domeniul D este nemarginit, presupunand ca u(x) verificd inegalitdtile din enuntul Teoremei
7.6.1, consideram o sfera ¥ cu centrul in originea reperului si de raza a > Ry. Fie B, bila care are frontiera S.
Notam D, = D N B,. Frontiera domeniului D, este formata din o parte a frontierei S pe care o notdm cu S’ si
o parte a sferei 3 pe care o notdm cu ¥’. Evident, este posibil ca ¥ = ¥/ sau S = 5’.

Sa presupunem ca exista doud solutii u1(x) si uz(x) ale problemei Neumann pentru domeniul D nemarginit,

verificand conditiile suplimentare. Diferenta lor u(x) = u1(x) — u2(x) este functie armonica pe D cu % =0,
n
pe S. In plus, pentru ||x|| > Ry avem
C ou ou ou K
< — — vy | m— < —. 7.40
60l < oz {2 0], [ 2 G0 o P 0]} < s (7.40)

8—u =0, pe S’ iar pe ¥/ sunt satisficute conditiile (7.40), cu
n

Prin urmare, u(x) este functie armonica pe Dy,

x| = a.
Sa scriem formula (7.12) pentru u = v i domeniul D,,

[ 1605 e, + [ uegeodn, = [ (ue|Pdr. (7.41)

a



146 Ion Craciun Gheorghe Barbu

0
Deoarece a—u = 0, pe S, prima integrala din (7.41) este nula. Evaludm a doua integrala tindnd seama de
n
conditiile (7.40). Avem

Ju ou ou
U — (V) | < [|(Vau) <’ ‘ . ‘ :
5| = (V) -0l < (V)| < | 75|+ | = 4+ |5
deci 20 6K
y)d ’ < ‘ ‘ == do,.
‘// Uy / |u | Clk U/1+)\ 5 Uy
Ultima integrals, fiind aria unei portiuni din sfera ¥, este mai mica decat w,a" !, deci
ou 12CK
‘/,“(Y)%(Y)d% < e

n
Prin ipoteza, A > 5 si pentru a suficient de mare, membrul doi al acestei inegalitati este mai mic decat

orice € > 0 dat. Revenind la egalitatea (7.41) rezulta ca pentru ¢ > 0 exista n(e) > 0, astfel incat pentru orice
a > 1(e),

/' (V) () |drs < e,

fapt care este posibil, numai daca —‘ = ‘— = )

0x1 8332 Oy,

se reduce la o constanta pe D. Tinand seama ca l\lm\ll u( ) = 0, rezultd u(x) = 0 pe D, deci u;(x) = u2(x) si
X

unicitatea solutiei este dovedita. q.e.d.

= 0 pe D, pentru orice a > 7(e). Deci u(x)

7.7 Functia lui Greeen a problemei Dirichlet pentru ecuatia lui
Laplace

Definitia 7.7.1. Prin functie Greeen a problemei Dirichlet pentru ecuatia lui Laplace intr—un domeniu
D C R™ se ingelege functia G(x,y)depinzind de punctele x € DUS siy € DUS care are urmdtoarele proprietati:

(1) aceasta functie are forma
G(x,y) = E(xy) +9(x,y), (7.42)

unde E(x,y) este solutia fundamentald a ecuatiei lui Laplace in n dimensiuni, iar g(X,y) este o functie
armonicd atat in raport cu variabila x € D, cat si in raport cu variabila y € D;

(2) cand punctul x sau'y se afla pe frontiera S a domeniului D, este satisfacutd egalitatea

G(x,y) = 0. (7.43)

Este ugor de vizut c¢i G(x,y) > 0 peste tot in domeniul D. Intr-adevir, si notdm prin Ds acea parte a

domeniului D care se situeazd in afara bilei inchise ||x —y| < ¢, unde y € D, de raza suficient de mics,

0 > 0. Deoarece lim G(x,y) = +oo, pentru ¢ suficient de mic, trebuie s avem inegalitatea G(x,y) > 0,
X—y

cand ||x —y|| < 0. In consecintd, G(x,y) > 0 pe frontiera domeniului Dy si prin urmare, conform principiului
de extrem (Teorema 7.5.1), G(x,y) > 0 pentru toti x € Ds ceea ce face sa concluzionam ca G(x,y) > 0
pretutindeni in D U S.
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Teorema 7.7.1. Functia lui Green G(x,y) este simetricd in raport cu variabilele sale:

G(x,y) =G(y,x), Vx,y€D.

Demonstratie. Pentru a demonstra aceastd proprietate, sd includem punctele x siy in bilele inchise d : ||z—x|| <
dsgid : ||z—y| <6 derazi § > 0, suficient de micd. Partea din afara celor doua bile va fi notata cu Ds.

Functiile v(z) = G(z,y) si u(z) = G(z,x) sunt armonice in interiorul domeniului D situat in exteriorul
bilelor d si d’. Aplicand formula (7.13) domeniului Dy obtinem egalitatea

/S (G(z,y)%rzl;x) _ G(z,x)%)d& - /C (G(z,y)%}ix) _ G(z,x)%ﬁ;y))dé’z—k

+// (G(z,y)ia(;a(rzl;x) - G(z,x)iacg(rzl’zy))dSz,

unde n, denotd normala unitard exterioard In puncte z apartinand atat lui S cat si sferelor C': ||z — x| = si
C': |lz—yl =o.
In baza Definitiei 7.7.1, G(z,x) = G(z,y) = 0, z € S, astfel c& ultima formuld se rescrie in forma

/C (G(z,y)%i;x) _ G(z,x)%)d& _ / (G(z,x)% _ G(z,y)%)dé’z.

In final, folosind relatiile:
G(z,x) = E(z,x) + g(z,x); G(z,y) = E(z,y) + 9(2,y),

unde ¢(z,x) si g(z,y) sunt functii armonice, prin trecere la limta pentru § — 0, obtinem egalitatea G(x,y) =
G(y,x), pe care trebuia s& o demonstram. q.e.d.

Acum, fie cd u(x) din formula de reprezentare integrala (7.28) este solutia problemei Dirichlet pentru ecuatia
lui Laplace si s& inlocuim in (7.28) pe E(x,y) cu G(X,y). Atunci, repetarea argumentelor din obtinerea formulei
(7.28) si aplicarea lui (7.42) si (7.43) conduce la formula

1 0G(x,y)

u(x) = T on /s Tnysﬁ(Y)dSEa (7.44)

unde ¢ este o functie reala continua data.

Cand functia lui Green este cunoscuts, formula (7.44) exprimé solutia problemei Dirichlet pentru ecuatia
lui Laplace in urmatorul mod: sd se determine functia u(x), armonicd in D, continud pe DU S si care satisface
conditia la limita

lim u(x) =p(x¢); x€D, x9€S8. (7.45)
X—X(
Faptul c& functia u(x) data in formula (7.44) este armonica rezulta din faptul ca functia G(x,y) este armonica in
raport cu x pentru x # y. Totusi, faptul ca aceasta functie satisface conditia la limita (7.45) cere o demonstratie
speciala.

7.8 Potentialul de masa

Sa consideram expresia

u(x) = /D E(x,y)u(y)dry, (7.46)
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unde D este un domeniu din IE", E(x,y) este solutia fundamentald introdusa in (7.5), iar u(y) este o functie
definita pe domeniul D.
Functia (7.46) este o integrala depinzand de n parametri, coordonatele punctului x € I[E™.

Definitia 7.8.1. Cdnd integrala din membrul drept ol formulei (7.46) este convergentd, functia u(x) se numeste
potential al unet distributii n—dimensionale de masa sau potential de masa cu densitatea de masa
sau densitatea de volum p in domeniul D.

In cazul cand n = 3 pentru potentialul de masa se foloseste denumirea de potential newtonian sau potential
de volum.

Daca n = 2 potentialul de masa corespunzator poarta denumirea de potential logaritmic.

Avand in vedere expresia solutiei fundamentale in cazul n = 2, rezulta ca potentialul logaritmic are expresia

u(l‘l,xg):/D/,L(fl,fg)hl%dgldfg, (7.47)

unde r = \/(Tl —£1)2 + (g — &2)? este distanta euclidiana intre punctele de coordonate (x1,x2) si (&1, &2).

In cele ce urmeazd vom presupune ca D este un domeniu marginit.

Deoarece solutia fundamentald E(x,y) este o functie armonicd pentru x # y, potentialul de volum u(x) din
(7.46) este functie armonicad pentru puncte x situate in afara multimii D U S, unde S este frontiera domeniului
D. In plus, in cazul n > 2 functia u(x) tinde la zero pentru ||x|| — oo.

Folosind teoria integralelor depinzand de parametri [8], se pot demonstra cu uguringd urméatoarele teoreme.

Teorema 7.8.1. Dacd functia p este continud $i marginita in domeniul D, potentialul de volum u(x) este o
functie continud care are derivate partiale de ordinul intai, continue in IE™, exprimate de formulele

ou 0 )
B —/D T CoTNEG Ny (8 o) (7.48)

Teorema 7.8.2. Daca densitatea de masa (v poseda derivate partiale de ordinul intai, continue gi marginite in
D, atunci potentialul de volum (7.46) admite derivate partiale de ordinul al doilea in D.

In baza acestor teoreme, pentru x € D se obtine relatia

(V) (x) = —wn p(x), (7.49)
care, in cazul n = 2, devine
0%u 0%u
a—ﬁ(xl,xg) + 67%(351,352) = =27 p(x1, x2). (7.50)

In baza formulelor (7.49) si (7.50) deducem ci functia definiti de relatia

1
ux)=—— [ Gx,y)f(y)dry, (7.51)
Wn JD
unde G(x,y) este functia lui Green a problemei Dirichlet pentru functii armonice in domeniul D, iar f(x) este
o functie marginita care are derivate partiale de ordinul intai continue si marginite in D, este o solutie regulata
a ecuatiei Poisson

Viu(x) = f(x), x€D. (7.52)
De asemenea, se poate ardta ci functia (7.51) satisface conditia la limitd omogend

lim u(x) =0, x€D, x9€S8. (7.53)

X—X(
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Astfel, dacd functia lui Green G(x,y) este cunoscutd, potentialul de volum u(x) determinat prin formula (7.51)
da solutia, in domeniul D, pentru problema Dirichlet omogena (7.53) a ecuatiei Poisson (7.52).

Acum, in locul conditiei la limita omogena de tipul (7.53), sa consideram o conditie la limitd neomogend de
forma

lim u(x) = p(x0), x€D, x9€S8. (7.54)

X—X0

Daca v(x) este o functie armonica in D care satisface conditia la limita (7.54), adica

lim v(x) = ¢(xp), X€D, x9€S85

X—X(

si dacd u(x) este solutia ciutata a problemei Dirichlet neomogene (7.54) pentru ecuatia Poisson (7.52), atunci

diferenta u(x) — v(x) = w(x) este o solutie regulatd a ecuatiei

care satisface conditia la limita omogena

lim w(x) =0, x€D, xp€S. (7.55)

X—X0

Prin urmare, problema determindrii solutiei u(x) a problemei Dirichlet neomogene (7.54) pentru ecuatia
Poisson (7.52) se reduce la determinarea solutiei w(x) ale aceleiagi ecuatii care insd satisface conditia la limitd
omogend (7.55).

7.9 Potentialii de simplu strat si dublu strat
Pe langd potentialul de masa, prezentat in paragraful precedent, formulele de reprezentare integrald (7.18),

(7.26) si (7.28) introduc In studiu alte doud integrale care depind de parametri, calculate pe hipersuprafete
(n — 1)—dimensionale din E", de forma:

ux) = — [ By, (7.56)
oD
u(x) = 1 /aD /L(y)aE(,Q(:;y)day, (7.57)

denllmite respectiv potential de simplu strat si potential de dublu strat.
In cazul n = 2, potentialul de simplu strat are expresia

1

u(x) = o

' 1
/C 1(y) In =yl dsy, (7.58)

unde C este o curba Jordan, simpla si inchisd, care are curburd continud, ds, este elementul de arc al curbei,
iar u este o functie de doud ori continuu diferentiabild, numita densitate de potential. Curba C' este frontiera
unui domeniu méarginit D C IE".

Observand c& (7.58) se poate scrie in forma alternativa

1
u(x) = I ”XH y)dsy + —/

deducem ca lim wu(x) =0 numai atunci cadnd este Indeplinitd conditia

[|x[|—o0
/ wu(y)ds, = 0.
e}

— y|| w(y)dsy, (7.59)
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Potentialul de dublu strat in plan are forma

1

0
u(x) = —o— CM(Y)GT In|jx —yl|ds,. (7.60)
Yy

Desigur, potentialul de masa in cazul a doua dimensiuni este

1
Com .

1
u6) = 5= [ wly) i ——dndys (7.61)
D |x =yl ’
unde dyi1dys este elementul de arie in plan.
Denumirile date acestor integrale depinzand de parametri justifica o alta interpretare a formulelor integrale
ale unei functii de clasia C' si C?, sau a unei functii armonice, si anume formule de reprezentare prin potentiali

Daca n = 3, tinand cont de forma solutiei fundamentale si de faptul ca in acest caz aria sferei unitate este
47, rezulta ca potentialii de simplu strat, de strat dublu si de masa au respectiv expresiile

oo L ),
w(x) [5 do, (7.62)

T ar

) = 3 [0 (7)o (7.63)
u(x) = % /D %y)d%dwdym (7.64)

unde S este o suprafata simpld, inchisd, care margineste domeniul D C, do, este elementul de arie In punctul
v = (y1,Y2,ys3) al suprafetei S, dy1dyadys este elementul de volum in spatiul tridimensional, iar r este distanta
euclidiana dintre punctele x = (21,22, 23) 51 y, adica r = \/(azl — 1)+ (22 — y2)? + (x3 — y3)2.

Integralele care definesc potentialul de volum si potentialii de simplu si dublu strat care apar in formulele
de reprezentare sunt improprii, deoarece integranzii respectivi sunt functii discontinue. Pentru convergenta lor
insa se poate aplica Lema 7.3.1, tinand evident cont ca dimensiunea varietatii 0D este n — 1. Atat in aceasta
lema cat gi in toate formulele care contin integrale improprii de acest tip, integralele se inteleg in sensul valorii
principale Cauchy , adica vom scrie

/ Ix—yI* - f(y)dr, = lim Ix—yI° - F@)dn,
D =0 JD\B(x,¢e)

unde B(x,¢) este bila de raza ¢ > 0 cu centrul in punctul x. Folosind proprietitile solutiei fundamentale E(x,y),
deducem c8 fiecare din potentialii (7.56) si (7.57) este functie armonica in intreg spatiul afin IE", cu exceptia
punctelor apartinand suprafetei S, si tinde la zero pentru ||x|| — oo.
Domeniul D si complementara acestuia in raport cu intreg spatiu IE™ vor fi notate prin DT si respectiv D ™.
Se poate demonstra ca potentialul de dublu strat suferd un salt la traversarea frontierei S a domeniului D,
atat dinspre DT cat gi dinspre D~. De exemplu, in cazul planului, relatiile de salt sunt [4][p. 79]:

u* () — u(x?) = S u(x); (7.65)
um (<) u(x) = Lu(x?), (7.66)

unde uT(x%) si u~(x°) sunt limitele dinspre D, respectiv D™, a potentialului de dublu strat (7.60), atunci
cand x — xg € C.

Cu aceste pregétiri, suntem in masurd si construim solutia u(x) a problemei Dirichlet pentru ecuatia lui
Laplace In domeniul DT C IE™ cu conditia la limit# (pe frontiers)

ut (x7) = g(x%), (7.67)

sub presupunerea ci curbura curbei C si functia datd g(x°) sunt continue. Aceastd solutie se cauti in forma
potentialului de dublu strat (7.60), cu precizarea ca, pentru moment, densitatea de potential u(y) este functie
necunoscuta.
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Se demonstreazi mai intai ca formula (7.60) care expriméd potentialul de dublu strat in plan, are sens si
pentru x = x”. Pentru aceasta, se introduce functia K (s,t), de variabilele s si t, abscisele curbilinii (lungimile
de arc) ale punctelor x" si y de pe curba C, prin relatia

0
K (s, t) = I Inly — x°||

Y

i se arata ca

cos 0
TK(s,t = ——— = —f(s,t 7.68
50 = [y = x0||2 Z Dome = Ty ool = 580 (768)
unde
cosp = (y = %o) - my XO)(; Iy
[y — O
si
.0
0(s,t) = arctan 42 :cg.
Y1 — Xy

Se poate vedea usor [41][p. 76] c& K (s,t) este o functie continud de s si ¢ si ca

K
lim K (s,t) = (S),
t—0 27
unde K (s) este curbura curbei C' in punctul x¢ al ei.
Din continuitatea functiei K (s) rezulta ca expresia
1 / cos
uwx)=—— [ ——L _i(y)ds,. 7.69
() 2t CHy_XOH () Yy ( )

a potentialului de dublu strat (7.60) are sens pentru xg € C' si ca u(x) este functie continud pe C, in fiecare
punct xg € C.

In conformitate cu (7.68), (7.69) si (7.67), pentru ca functia u(x) exprimatd prin formula (7.60) (aceasti
functie este armonica in domeniul D“‘) sa satisfacd conditia la limita (7.67), trebuie sa aiba loc egalitatea

—|—/ K(s,t)u(t)dt = —2g(s). (7.70)
C

Egalitatea (7.70) este o ecuatie integrala Fredholm liniard, de tipul al doilea , in raport cu functia necunoscuta
I

Prin urmare, problema Dirichlet pentru ecuatia lui Laplace se reduce la ecuatia integrald (7.70).

In [1][p. 228] se demonstreazi ci ecuafia integrald (7.70) are o singurd solufie p. Aceasta inseamni ci
potentialul de dublu strat (7.60) cu densitatea p satisfacind ecuatia integrald (7.70) este solutia problemei
Dirichlet pentru ecuatia lui Laplace cu conditia pe frontiera (7.67).

Astfel, este lamuritd existenta solutiei acestei probleme.

Se poate demonstra [4][p. 82] ca atunci cand punctul x trece din domeniul D spre domeniul D™, iar
trecerea se face printr—un punct x° € C, potentialul de simplu strat (7.58) rdmane continuu in timp ce derivata

o U o .
sa normala, sufera salturile

on, 0
Ju\t Ou(x’) 1
(an) "o 2t (7.71)
i
ouN— Oux") 1
(3n) =~ Tmg = 246 (172)

0

In formulele (7.71) si (7.72) derivatele directionale dulx

20

Ou(x’) _ i/ w y)ds, = /K* (s,t) (7.73)
C

ono 2m ly — x°||2 nly

se exprima prin formula
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unde

10
K*(s,t) = —— arctan

0
Y2 — X5
™ 0s Y1 — x5

2 (7.74)

este functie continud. Problema Neumann (numitd de asemeni a doua problemd cu valori la limitd sau a doua
problema fundamentald) a teoriei functiilor armonice se formuleaza in felul urméator: sa se gaseasca functia u(x),
armonicd in DT care sd fie continud inpreund cu derivatele partiale de ordinul intdi in DT UC si satisface con-
ditia pe frontiera
(24" =gy, x0ec (7.75)

unde g(x°) este o functie datd definitd in punctele curbei C.

Am aratat anterior ca daca u(x) si uj (x) sunt doua solutii ale problemei Neumann, atunci ele difera printr—o
constanta, adica u(x) = uy(x) + C.

Prin urmare, daca u(x) este o solutie a problemei Neumann, atunci aceeasi proprietate o are si functia
u(x) + C, unde C este o constanta reald oarecare.

Din Teorema 7.2.6, pentru ca problema Neumann cu conditia la limita (7.75) sa aibd solulie este necesar ca

/. g(s)ds = 0. (7.76)
C

Acum, avem toate conditiile ca sa rezolviam problema Neumann cu ajutorul potentialului de simplu strat
(7.58) cu densitate necunoscutd p. Folosind (7.71), (7.73) si (7.75), pentru determinarea functiei x4 obtinem
ecuatia integrala Fredholm de tipul al doilea

u@+LK%ﬁWW:@@ (7.77)

a carui nucleu K*(s,t) se exprimé prin formula (7.74).

Astfel, problema Neumann se reduce la ecuatia integrald cu nucleu singular (7.77).

Se poate ardta [4][p. 228] c& conditia (7.76) este nu numai necesard dar $i suficientd pentru ca solutia
problemei Neumann sd existe.

7.10 Problema Dirichlet interioara pentru cerc

Ne propunem s& determinam functia armonicd u = u(x,y) in discul D cu centrul in origine si raza 1, cand se
da functia u pe frontiera C' a acestuia.
Modelul matematic pentru aceasta problema la limita, denumita problema lui Dirichlet interioard pentru
cerc il constituie urmatoarele ecuatii
?u  0%u
=5 T35 = 07 z,y € D>
dor? ~ Oy? (z.9) (7.78)
w(z,y) = h(z,y), (z,y)€C=0D,

unde D este domeniul definit de inegalitatea 22 + y? < 1 (discul de raza 1), iar C este cercul de ecuatie
22 + 4% = 1, deci cu centrul in originea reperului Ozy si raza 1.
Vom reformula aceasta problema la limita in coordonate polare, ceea ce revine la a efectua schimbarea de

variabile independente
T =rcosf,
(7.79)
y = rsinf.

Laplacianul functiei u, in doua dimensiuni, in coordonate polare, are expresia

0’u  O%u 5, 0%u ou @

2 = —_— —_—
Viu=oz T ar = a2 T T e

(7.80)
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astfel ca, utilizand (7.79) gi (7.80), problema la limita (7.78) devine

0%u ou  O%u
27 —_ _— =
i +r87“ + 902 0, (r,0)€]0,1)x[0,27],

uic = f(0), 0<cC=]0,2n],

(7.81)

unde s—a efectuat notatia f(0) = h(cos,sin6).
In problema la limitd reformulati in coordonate polare (7.81), noua functie necunoscuta a fost notata tot cu
u gi este de fapt rezultatul compunerii functiei v din (7.78) cu functiile reale de variabilele reale r si 0, definite
prin relatiile (7.79). Prin urmare, in (7.81) avem c& u = u(r, 0) este functia necunoscuta.
Pentru determinarea solutiei problemei la limita (7.81), utilizim metoda separdrii variabilelor si deci ciutam
solutia ecuatiei (7.81); in forma
u(r,0) = R(r) - ®(0). (7.82)

Impunénd ca functia u din (7.82) s satisfaca ecuatia diferentiald (7.81);, dupa separarea variabilelor, ob-
tinem ecuatia

r?R"(r) + rR'(r) n o (0)

R(r) o(0)

:07

care este echivalenta cu
r?R"(r) +rR'(r) _2"(0)

R(r) - 2(0)

unde k este o constanta ale carei valori urmeaza sa fie precizate. Obtinem astfel ecuatiile:

" (6) + kd(6) = 0;
{ r2R"(r) + rR'(r) — kR(r) = 0.

=k, (7.83)

(7.84)

Din conditia naturala ca functia w din (7.78) sa fie continud pe DUC gi si admita derivate partiale de ordinul
doi continue pe D, rezulta ca R(r) trebuie sa fie funcfie marginitd pe compactul [0, 1]. In afari de aceasta, fiindci
domeniul D este un disc, ® trebuie sa fie functie periodica de perioada 2w, adica ®(0 + 27) = (). Aceasta
conditie de periodicitate a functiei ® implica o anumita forma a constantei k gi nu este greu de dovedit ca aceste
valori sunt k& = n? unde n € IN. Prin urmare, ecuatia (7.84); are solutiile

D,,(0) = a, cosnb + B, sinnf, n e IN. (7.85)

Functiile (7.85) se numesc functii proprii ale problemei la limitd considerata, iar valorile lui k, adica k = n?,
unde n € IN, se numesc valori proprii ale problemei.
Ecuatia diferentiald (7.84) este de tip Euler si cautand solutii ale acesteia de forma
R(r) =r®,
constatam ca constanta reala « trebuie sa fie solutia ecuatiei caracteristice
a?—n?=0,
care are desigur radacinile o = +n. Astfel, pentru n # 0 ecuatia diferentiala (7.84)y are solutia generald
R,(r)=~nr" + 6, r "
Pentru n = 0, ecuatia corespunzatoare obtinuta din (7.84); este rR"(r) + R/(r) = 0, care se mai poate scrie
(rR'(r)) =0, sau rR'(r) = do. Ultima ecuatie are solutia R(r) = dpInr + 7. Inséd, din conditia de mérginire a
functiei R(r), deducem ci é,, = 0, pentru n € IN. Prin urmare, ecuatia (7.81); are solutiile

Un(r,0) = 1" (A, cosnf + B, sinnf), ne€IN*,

unde am notat a,y, = A, $i BnYn = Bn-
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Sa consideram acum seria de functii

0) = Z un(r,0) = Ag + Z r" (A, cosnd + By, sinn). (7.86)

n=0 n=1

Functia u din (7.86) verificd ecuatia (7.81); deoarece fiecare termen verifici acea ecuatie. Determindm acum
constantele Ag, A,,, B, astfel incat s fie indeplinita conditia la limit& (7.81)s. Trebuie sa avem

Ap + Z(An cosnf + B, sinnb) = f(0), 6 € |0,2n].

n=1

In ipoteza ci functia f (0) se poate dezvolta in serie Fourier, pentru constante se obtine valorile:

1 2w 1 2w 1 27
flrydr; A, =-— f(r)cosnrdr; B, =— f(r)sinnrdr.

Ag= —
27 T Jo T Jo

Introducem aceste valori ale constantelor in (7.86) si obtinem relatia

1
o

2m o
u(r,d) = / f(r) (1 +2 Z r"(cosnb cosnt + sin nf sin m')) dr,

n=1
care se mai poate scrie in forma
1 27
o

£(7) (1 42 i ™ cos (0 — 7))(17. (7.87)

n=1

u(r,0) =
Suma seriei de sub integrala din relatia (7.87) poate fi calculata pornind de la identitatea

Zr cosn(f — 7 —&-ZZT sinn(6 — 1) Zr exp (in(0 — 1)).

Ultima serie este convergenta pentru r < 1 gi are suma

o rexp (i(0 — 1)) _ . :r(cos(Q—T)—T—i-isin(ﬁ—T))
1—rexp(i(0—71)) exp(—i(@—71))—r 1—2rcos(0—71)+r?

gl prin urmare
2

= rcos(0 —7)—r
" 0—71)= . 7.
Zr cosn(f —7) 1 —2rcos (0 —7)+r? (7.88)
Pentru a da o forma finala relatiei (7.87), mai trebuie calculata expresia
1—|—22r"cosn(9 —7)
n=1
si pentru aceasta utiliz&m rezultatul (7.88). Gasim
= 1—7r2

142 Z r"cosn(f —T) = (7.89)

1—2rcos(0 —1)+r2

n=1

Introducénd (7.89) in (7.87), obtinem solutia problemei (7.81) in forma

u(r, ) = 1= /0 i f(r)dr . (7.90)

27 1—2rcos(0—71)+r2
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Prin schimbarea lui r in r/R se obtine solutia problemei Dirichlet pentru cercul de raza R
R—7r2 [T f(r)dr
0) = . 91
u(r,6) 2r  Jy R?—2Rrcos(0—171)+r?2 (7.91)

Fiecare din relatiile (7.90) si (7.91) este cunoscutd sub numele de formula lui Poisson.

Solutie. Se trece la coordonate polare in plan si se utilizeaza formula lui Poisson (7.90) in care f(7) = sinT,
deci

u(r,ﬁ)zl_TQ /2” sin T
0

dr.
2 T

7.93
1—2rcos(0—71)+r? (7.93)
In integrala (7.93) efectudm schimbarea de variabild ™ = exp (i) = 2. Observam intai ci daci T parcurge
intervalul de integrare [0, 27], atunci z apartine cercului |z| = 1 avand centrul in origine si raza 1. Tinand cont
apoi de formulele lui Fuler

eiT o e—i‘r

) eiT + e—i‘r
sm7T = ——, COST = ————
21 2
si de substitutia e’ = z, gisim
2
. 5 =
sinf =

2 —1i6 0
cos(p—7) = 2 e
z

)
1z

L dz .
Diferentiind in relatia '™ = z, obtinem ie*”dr = dz, de unde deducem dr = —. Folosind toate aceste rezultate
in integrala (7.93) gésim ca aceasta devine

u(rﬁ)—l_TQ/ -1 dz
’ A Jiz= z(re—i"z2 —(147r2)z+ rew)

Numitorul functiei f(z) de sub semnul integralei are radicinile z; = 0, zp = re® si 23 = —€', insa doar z; si 22

,
se afld in interiorul cercului |z| = 1. Punctele 23 §i 2o sunt poli simpli pentru functia f(z).
Pentru calculul acestei integrale in complex se aplica teorema reziduurilor [2], [15][p. 251], deci

= @ (Rez[f(z), z1] + Rez[f(z), Z2])7

unde Rez[f(z), z1] si Rez[f(z), 2] sunt reziduurile functiei f(z) in polii 21 si respectiv za, iar

u(r, )

22 -1
flz) = , —
z(re—wz2 —(1+r?)z+ rew)

Deoarece f(z) este catul polinoamelor

P(z)=22-1, Qz) = z(re_“’z2 — (1472 + rew),

rezulta cd reziduurile functiei f(z) in polii simpli 27 si 25 sunt

Realf(2),21] = 2L Realf(2), 2] = o2

Q' (z1)’ Q' (22)
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Prin urmare, reziduurile corespunzatoare sunt

2i0 _
Rez[f(z),z1] = _re%’ Rez[f(2), 2] = r(:ez — 1);'9’

suma lor fiind

20
-1
Realf(2). 21 + Realf (2, 2] = 75—,
Aplicand teorema reziduurilor [15][p. 251], gasim
_7“((32"‘9 -1) .
u(r,0) = —i Spip = T'sil 6.
Revenind la variabilele z si y constatam c& solutia problemei la limita (7.92) este u(z,y) = y. |

Solutie. Conform rezultatelor stabilite mai sus, solutia problemei

2 2
2070 O TN 6) € [0,3) x [0, 271,

o o T o T (794)
u(3,0) = 2 0 € [0, 2]
este de forma ,
u(r,0) = Z r"*(E, cosnd + F, sinnb), (7.95)
n=0

unde coeficientii se determiné din conditia la limita (7.94), :

u(3,0) = Z " (Ey, cosnf + F, sinnf) = g (7.96)

n=0

. . . . . . . .0 L .
Ultima egalitate din (7.96) reprezinta dezvoltarea in serie Fourier a functiei 2’ de perioada T' = 2. Prin urmare,

coeficientii acestei dezvoltari trebuie sa fie dati de relatiile

( 1 2 0 T
By, = — | Zdo==
0 or Jy 2 2
1 [*9
E, = — —cosnbdf =0, (7.97)
3”71' 0 2
1 [me . 1
Fn = W A Esmnedaz—ﬁ.

Din (7.95) si (7.97) rezulta ca solutia cdutata este

T ="
u(r,0) = 5 Z e sin nf.
n=1
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Valoarea solutiei u(r, ) in punctul M de coordonate polare r = 1 gi §# = 7/3 se determina simplu si gasim
= 1

™ i
1,-):—— g T
"( 3) 72 Zln3nsm3

n=

Solutie. Intrucat se cere determinarea solutiei care sa depinda de coordonatele polare r si 6, vom considera
de la bun inceput ca ecuatia lui Laplace este scrisa in aceste coordonate. Prin urmare, in discul de raza r = 2,
trebuie sa determinam acea solutie a ecuatiei

,u  ou  0%u
rr—+r

oz T T 0

1
care sa satisfaci conditia la limita u(2,0) = 3sin 26 + 5 cos 20, unde 6 € [0, 27].
Se aplica metoda separarii variabilelor, ceea ce ITnseamna ca se cauta solutii de forma
u(r,0) = R(r)T(0)

care introduse 1n ecuatia de mai sus, conduce la
/! 1 / ]‘ 1
R'T'+ -RT+ S RI" =0.
r r
Separand variabilele in ultima ecuatie, avem

T// TZRl/+7,R/
= T
T R

Astfel, se obtin ecuatiile diferentiale ordinare de ordinul al doilea
7"+ \T =0,
r’R" +rR' — AR = 0.

~!Din faptul ci functia u este periodica in variabila 6, rezultd ci si functia T(6) trebuie s fie periodica in 6,
ceea ce Inseamna ca ecuatia diferentiala in T'(0) trebuie sa aiba solutii periodice. Rezulta:

A=n?% T'4+n’T=0; R'+rR —n’R=0; n=0,1,2,...
Solutiile periodice ale ecuatiei T + n?T = 0 sunt de forma

T,.(0) = A, cosnb + B, sinnf.

Pentru ecuatia diferentiald r2R” + rR' — n?R = 0 se cauti solutii de forma R(r) = rt. O astfel de functie
este solutie daci t2 — r? = 0, ceea ce inseamni ca t = £n si deci

Ru(r) = Cpur" 4+ Dpr™™, n=0,1,2,...

Din conditia ca R(r) sa fie continua in originea r = 0, deducem ca D,, = 0.
Daca introducem notatiile A,,C,, = E, si B,C,, = F,,, atunci avem ca

Un(r,0) = 1" (E, cosnf + F,sinnf), n=1,2,..
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~1Folosind principiul superpozitiei [18] , rezultd ci solutia generald in discul de raza r = 2 a ecuatiei lui Laplace
in coordonate polare este

u(r,0) = Z r"(Ey cosnf + F,, sinnf).

n=1

Coeficientii E, si F}, se determina din conditia la limita, ceea ce inseamna ca
- 1
Z 2" (E, cosnf + F, sinnf) = 3sin 20 + 5 cos 20, V0 € [0,2n],
n=1

de unde deducem ca singurii coeficienti nenuli sunt Fs si F5 si acestia au valorile

1 3
Ey=-, Fy=-.
2 =3 2=y
Prin urmare, solutia problemei este
r? /1 .
u(r,0) = T (5 cos 260 + 3sin 29).
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Probleme si exercitii propuse

8.1 Probleme propuse

Problema 8.1.1. Ezista campuri vectoriale care sunt simultan solenoidale si irotationale?

0 0 0
Problema 8.1.2. Sa se arate ca egalitatea i + ﬁ + ﬁ = 0 constituie o conditie necesard $i suficientd

Ox dy 0z

pentru compatibilitatea sistemului de ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai

Jw Ov
oy o: v
Ju Ow
9 o
ov  Ou
%_87/_]%’

unde f1, fo, f3 € C1(D) sunt functii date pe domeniul simplu conex D C R3.

Problema 8.1.3. Sa se afle care din campurile vectoriale admit un potential (scalar sau vectorial) si sd se

dtermine acest potential:

v=(x+2y)i+ (y — 22)j — 2zk;

v=(2y —az)i+ (a®> —y?)j+ (yz — ax)k, a € R%;
v =i+ yp(y)i—22¢(y)k, ¢ € C'(R);
v=(y— 2)i+ (& — 1)j— 2k

IR

&

v=rir, r? =2t +y*+22 r=uwityj+zk

1 zyN, /1 2N, /1 y
frng R — —_ < k.
Y (y x2)2+(z y2)3+(a: z2) '

g) v=vyzi+xzj+ zyk.

> o

159
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Problema 8.1.4. Sa se determine solutia generald si solutia problemei Cauchy respective in urmadatoarele cazuri:

ou 50u B s
a) y(x+2U)%—(m+U) 3—y+yU—0, u(0,y) = y*;

— +zy =0, u(z,2)=ux;

—=u2—w2—y2, u(x,1)=x;

x%— @—i-z@—u u(l,y,2) =y+ z;
83}' yay 82_ ’ 'Y, =Y ’

0 0
e) Ty +yu—u =22 +y? +u?, u(z, 1) = 2%

oz dy
ou ou
x Yy — 42 _ pzty.
D ore)ge+ )G == e

ou 20U 4 N
g) xy@x yay_mv u(x,x)—e.

Problema 8.1.5. Sd se determine solutia u = wu(r,0) a problemei lui Dirichlet pentru discul cu centrul in
origine $i razd 3 stiind cd pe frontiera acestuia este satisfacutd conditia u(3,0) = 6sin 26, unde 6 € [0, 27].

8.2 Exercitii propuse cu indicatii si raspunsuri

§=y+ 5,
Indicatie. Ecuatia este de tip hiperbolic. Se efectueaza substitutia { ]
n=y— .
2u
Raspuns. Forma canonica a ecuatiei este ¢an = 0, iar solutia sa generald a este u(z,y) = f(y+5x)+g(y—2x),
U
unde f si g sunt functii reale de variabild reald de doud ori diferentiabile. ]

8%
Il

X
Y []

Indicatie. Ecuatia este de tip hiperbolic. Se va folosi substitutia

=

Il
5
=

0%u 1 O0u

Ra . — = —— =
aspuns Eon 25 a1
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& =cosx+ 2z +y,
Indicatie. Ecuatia este de tip hiperbolic. Se efectueaza substitutia ]
n =cosx — 2z + y.

0%u +§+7)(8u 8u) o

ocon € \og "oy

Raspuns.

¢ =ysinx,
Indicatie. Ecuatia este de tip parabolic. Se efectueaza substitutia { ]
n=y.
0%u 26 0u
R . _x%U g [ ]
Aspuns o O

§=a%+y°
Indicatie. Ecuatia este de tip parabolic. Se efectueaza substitutia { ' [ ]
n=u.

< 0*u n  Ou
Raspuns. 8_172 — - (’9_17 =0. ]

§£=2y,
Indicatie. Ecuatia este de tip eliptic. Se efectueaza substitutia { Vi [ |
n=ux.
0? 0?
Raspuns. . g 0. [ ]

e o
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£=y,
Indicatie. Ecuatia este de tip eliptic. Se efectueaza substitutia 2 [ ]
n=-z\x.
3
2 2
1
Raspuns. Ou | O u _ 0 ]

e "o Tanon

§ =Y - dx )
Indicatie. Ecuatia este de tip eliptic. Se va efectua substitutia { ) ]
n=2x.

0%u  0%u  10u
— =0. [ |

Réispuns. 8_52 + 6772 + 58_77 =

Indicatie. Ecuatia este de tip hiperbolic. Se face substitutia Y ]
n =y’

Raspuns. Solutia generald a ecuatiei este u(z,y) = + a:y2<p<£2) + h(xy?), unde ¢ si ¥ sunt functii reale
Y

arbitrare de doua ori derivabile. ]

=z —y+sing,

Indicatie. Ecuatia este de tip hiperbolic. Utilizati substitutia ]
n=-—x—y+sinz.



Capitolul 6—FEcuatii de tip parabolic 163

1
[(x+y—sinx)4+ (:c—y-l—sinx)ﬂ + Z[(m—y+sinx)2 — (x+y—sinx)2]. [ |

DO =

Raspuns. u(z,y) =

E=z+y,
Indicatie. Ecuatia este de tip hiperbolic. Se face substitutia { [ |
n=x—-y
ez
Réspuns. u(@,y) = (@ +y) +e (@ —y) + "

Indicatie. Se cautd o solutie particulara de forma w,(z,t) = acos(3z — 2t) + bsin(3z — 2t). |

4 1
Raspuns. up(z,y) = % sin (3z — 2y) — £ cos (3z — 2y). [

Indicatie. Ecuatia este de tip hiperbolic si se utilizeaza substitutia Y ]
n=xy*
Raspuns. u(z,y) = xy%o(%) +(zy?) [ |
Y
" . : o .| &=
Indicatie. Ecuatia este de tip parabolic si se face substitutia ) |
n=y—2x.
Y

Raspuns. u(z,y) =e2 =% + p(y) + Yy — 22). [
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§=x+2y,

Indicatie. Ecuatia este de tip parabolic. Se va efectua substitutia { [ ]
n=y.

Rispuns. u(z,y) = eYp(x + 2y) + e Wip(z + 2y) — Le” Y. ]

8.3 Probleme cu conditii initiale si la limita

Indicatie. Este o problema la limita cu conditii initiale pentru ecuatia coardei vibrante finitd si omogena. M

t
Raspuns. u(z,t) = 3sin % cos % [

8h = (—1F  (2k+4 )7 a2k + )7
szo (2k+ 1)2 sin ] X Cos ] t.

Raspuns. u(z,t) =
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Indicatie. Problema de propagare a caldurii intr—o bara finita fara surse externe de incalzire. ]
akm\?2
) 42 & (—1F ke oy (SE)
Raspuns. u(:l;,t) = ﬁ kz_o ( kQ) <COS T.’l?) e l . |

Indicatie. Se arata ca solutia generala a ecuatiei este de forma

u(z,y) = f(z+y) + 93z —y),

unde f si g sunt functii reale de variabila reald de doud ori derivabile. Se gasesc apoi aceste functii impunénd
conditiile din enunt. ]

Riaspuns. u(z,y) = 322 + 2. |

. . . . . . §=¢=3z+y,
Indicatie. Ecuatia este de tip hiperbolic. Se efectueaza substitutia ]
n=n=v+2y
1 3 1
Raspuns. u(z,y) = R [(Bz+9)* — (3z+y)* + Z(JJ +2y)3 — Z(x +2y)?]. ]

Indicatie. Problema de propagare a undelor elastice intr—o bara infinita sub influenta unei forte externe. ®

Indicatie. Problema de propagare a undelor elastice sub influenta unei forte externe stationare. ]

1
Raspuns. u(z,t) = 3sinzcost + xt — e* + §(em+t +e" ). -
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& =arcsinx + v,
Indicatie. Ecuatia este de tip hiperbolic. Se efectueaza schimbarea ]
n = arcsinx — y

Raspuns. u(z,y) = arcsinz + y. [ |

Indicatie. Ambele ecuatii sunt ecuatii cu derivate partiale de ordinul al doilea, prima de tip hiperbolic, iar a
doua de tip paqrabolic. [ |

Raspuns. 1. Solutia generala este u(x,y) = ¢(y — 2x) + ¢ (y + 3x), unde ¢ si ¢ sunt functii arbitrare de doua
ori derivabile pe R, iar solutia problemei Cauchy respective este

y+2x

ule) = 3 (3 —20)+ 27w+ 30)) + 5 [ (o

y—2x

2. wu(z,y) = oy — 2z) + x(y — 22) + €” (solutia generald);
u(z,y) = fly—2z) + 2g(y — 22) + 2z f'(y — 22) + * — 2 — 1 (solutia problemei Cauchy). [
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incalzire, 126
sir ortogonal, 105

a doua
identitate integrala a lui Green, 67
problema fundamentala, 144
problema la limita, 144
a doua identitate a lui Green, 138
abscise curbilinii, 151
adsorbtia poluantului, 111
ansamblu de integrale prime, 7
aria sferei unitate din IE", 139
arie infinitezimala, 107
asociatul unui sistem diferential, 19

banda semi—infinita, 115

bara
infinitd in ambele sensuri, 123
izolata termic, 116

baza in nucleul operatorului liniar L, 14

caldura propagata instantaneu, 128
camp
conservativ de forte, 60
electric, 72
gravitational, 60
magnetic, 72
potential, 60
scalar bidimensional, 41
scalar tridimensional, 41
solenoidal, 63
vectorial, 47
vectorial diferentiabil, 62
vectorial biscalar, 49
vectorial irotational, 65
vectorial lamelar, 65
campul vitezelor, 111

circulatia unui vector pe o curba inchisa, 55

clasa
de functii C1(Q), 7
de functii C?(D), 112
coarda
elastica, 85
elastica infinita, 88
infinita, 85
coeficient de
difuzivitate, 110
dispersie, 112

coeficient de dispersie

longitudinala, 112
transversala, 112

coeficientul

conductibilitatii termice, 107
de difuzie moleculara, 111

combinatie liniara, 20
concentratia

unei substante, 110
unei substante poluante, 111
unui poluant, 110, 111

conditia

initiala, 13
lui Cauchy, 13

conditie

initiala, 109

la limita omogena, 148
la limita, 109

la limita neomogena, 149

conditii

esentiale, 110

initiale, 81

initiale ale unei coarde vibrante, 86
la limita, 85

mixte, 110

pe frontiera, 73

conditii de

compatibilitate, 116
regularitate, 55

tip Cauchy, 110

tip Robin, 110

conductibilitatea mediului, 72
conductivitate hidraulica, 111
constanta

corp

cosinusurile directoare ale normalei la suprafata, 56

de difuzivitate, 112
dielectrica a mediului, 72

izolat termic, 109
omogen, 108

curba
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inchisa, 55, 149

in spatiul n dimensional R", 6
caracteristica, 76

de nivel, 42

directoare a unei suprafete cilindrice, 101
integrala, 6
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Jordan, 149
neteda, 55
orientata, 55
simpla, 149
curbura unei curbe plane, 150, 151

data initiala, 120
date initiale, 6
deformare, 100

a unui solid, 109

elastica, 109
densitate

de masa, 148

de potential, 149

de volum, 148

materiala, 85
densitatea

fortei de inertie, 102

fortei externe, 102

maselor electrice, 72

unui amestec, 111
dependenta continua de date, 114
dependenta, 6
deplasare, 85
derivata

dupa o directie, 42

unui camp scalar dupa directia s, 43
determinantul lui Wronski, 15
dezordine, 109
diametrul unei multimi, 61
diferente de permeabilitate, 110
diferentiala totala, 61
difuzie, 108

a caldurii, 71

moleculara, 110

termoelastica, 109
difuzivitate termica, 108
dispersia unui poluant, 111
dispersie, 110
distributia temperaturii, 123
divergenta unui camp vectorial, 62
domeniu simplu, 58

ecuatia
coardei vibrante, 71
de miscare a unei membranei elastice, 102
diferentiald a lui Bessel, 104
lui Helmholtz, 103
lui Laplace, 66
in doua dimensiuni, 73
in trei dimensiuni, 73
lui Laplace in n dimensiuni, 133
lui Poisson
in doua dimensiuni, 73
in trei dimensiuni, 73
lui Poisson in n dimensiuni, 133
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neomogena a coardei vibrante, 85
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omogena a coardei vibrante, 85
propagarii caldurii, 108
propagarii undelor, 72
propagarii undelor elastice, 85
undelor, 71, 85
undelor unidimensionale, 85
ecuatia propagarii
caldurii, 71
undelor cilindrice, 71
undelor sferice, 71, 72
ecuatie
caracteristica, 76, 153
caracteristica a unui sistem diferential liniar si o-
mogen, 20
cu derivate partiale de ordinul intai, 25
cu derivate partiale de ordinul intai, liniara si o-
mogena, 25
cuasiliniara neomogena, 33
de echilibru, 101
diferentiala de tip FEuler, 153
integrala cu nucleu singular, 152
integrala Fredholm liniara, de tipul al doilea, 151
omogena, 71
parabolica liniara, 112
ecuatie de tip
eliptic, 76
hiperbolic, 76
parabolic, 76
ecuatiile
fizicii matematice, 71
lui Maxwell, 72
element
orientat de suprafata, 57
element de
arc al unei curbe, 149
arie, 107
arie in plan, 150
arie al sferei unitate, 138
arie al unei hipersuprafete, 137
arie al unei hipersuprafete netede, 134
volum, 137
elongatia unei coarde, 85
emisfera unitate, 140
entropie, 109
existenta unei solutii, 143
expresia carteziana a derivatei unui camp vectorial, 50

factor
oscilant, 106
oscilator, 103
perturbator, 122
familie
de curbe integrale, 26
familie de curbe integrale, 26
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fenomene
din natura, 71
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electrodinamice, 72
electromagnetice in vid, 72
fizice, 71
stationare, 73
fenomenul de
transfer de masa, 111
advectie, 111
convectie, 111
difuzie, 110
difuzie moleculara, 111
dispersie, 111
filtratia
gazelor prin medii poroase, 71
lichidelor prin medii poroase, 71
flux
advectiv, 111
de caldura, 107, 109
elementar, 57
forte elastice interne, 101
forma
matriceald a unui sistem diferential liniar, 19
vectoriala a unui sistem diferential liniar, 11
forma canonica, 87
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a unei ecuatii cu derivate partiale de ordinul al
doilea, 76
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formula de reprezentare integrala, 141
formula
lui d’Alembert, 86, 88
lui Poisson, 155
formula integrala
a divergentei, 67
Gauss—Ostrogradski, 59
a gradientului, 67
a lui Stokes, 67
a rotorului, 67
formule
de calcul cu operatorul Hamilton, 65
de medie ale unei functii armonice, 142
de reprezentare integrala, 138
de reprezentare prin potentiali, 150
formulele lui Euler, 155
frontiera unui domeniu tridimensional, 68
functie vectoriala de variabila reala, 12
functia
in scara, 139
gamma a lui Euler, 139
lui Greeen a problemei Dirichlet pentru ecuatia lui
Laplace, 146
lui Green pentru ecuatia cldurii, 118
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vectoriala identic nula, 12
functie
absolut integrabila, 129, 137
armonica, 66, 134
armonica in punctul de la infinit, 136
Bessel de ordin v si de speta intai, 104
Bessel de ordin v si de speta a doua, 104
de forta, 60
reald de doua ori continuu diferentiabild, 149
scalara, 41
sumabila, 137
functii
de clasa C*, 138
de clasa C?, 138
de clasd C%(D), unde D C IE" este un domeniu,
139
de clasa C([a,b]), 12
necunoscute ale unui sistem diferential, 1
proprii, 153
vectoriale, 1

generatoarele unei suprafete cilindrice, 101
gradientul unui camp scalar, 42, 44

hipersuprafata
(n — 1)—dimensionald in [E", 139
neteda, 134
netedd (n — 1)—dimensionald in IE", 143

independenta functionala, 125
inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz, 62
integrala

curbilinie independenta de drum, 55

de linie, 55

de tip Poisson, 126
integrald improprie

convergenta, 127, 138

depinzand de parametri absolut si uniform conver-

genta in raport cu unul din parametri, 127

integrala prima

a unui sistem diferential, 7

a unui sistem caracteristic, 26

a unui sistem diferential pe o submultime deschisa,

7

integrala

curbilinie, 55

Gauss—Poisson, 126

generald a unui sistem diferential, 7

Lebesgue, 137

Poisson, 126
integrale

curbilinii de speta a doua, 55

improprii In sensul valorii principale Cauchy, 150
izotrop, 107

laplacian, 66
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laplacianul
in n dimensiuni, 128
in coordonate polare in plan, 152
unei functii in n dimensiuni, 128
lege de propagare a caldurii, 128
legea lui Fourier, 107
legile lui Fick, 111
linie de camp, 48
lucru mecanic, 100
lucrul
mecanic al unei forte externe, 100
mecanic al unei forte, 55

marimea vectorului de pozitie, 61
matrice
fundamentalad a unui sistem diferential, 14
jacobiana a unei functiii, 62
ortogonala, 135
matricea unitate, 135
mediu poros, 71
membrana
elastica, 100
fixata elastic, 102
libera, 101
supusa pe contur unei forte, 101
metoda
eliminarii, 4, 22
lui d’Alembert, 86
lui Fourier, 86
lui Fourier de separare a variabilelor, 115
separarii variabilelor, 86, 116, 131, 153
valorilor si vectorilor proprii, 6, 21
variatiei constantelor a lui Lagrange, 18, 21
mod de racire a unei bare, 123
modele
geometrice, 111
geometrico—statistice, 111
probabilistice, 111
multime nemarginita, 137

natura unui poluant, 111
nucleul unei ecuatii ingtegrale, 152
numere

complexe, 12

reale, 12

operator diferential, 44
operatorul
lui Hamilton, 44
lui Hamilton in n dimensiuni, 133
lui Laplace, 66
nabla, 44
operatorul lui Laplace
in n dimensiuni, 133
in coordonate polare in plan, 103
in doua dimensiuni, 101
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in trei dimensiuni, 72
oscilatii
ale curentului electric intr—un conductor, 71
ale unei coarde, 71
ale unei coarde elastice, 85
fundamentale, 104
verticale, 85

permeabilitatea magnetica, 72

plan tangent intr—un punct al unei suprafete, 49, 56

pol simplu, 155
poluare, 110
pondere, 105
porozitate, 111
potential
al unei distributii de masa, 148
de dublu strat, 149
de masa, 148
de simplu strat, 149
de volum, 148
logaritmic, 148
newtonian, 148
pozitia
de echilibru a unei coarde elastice, 85
initiala a unei coarde elastice, 86
initiala a unei membrane elastice, 102
prima
identitate integrala a lui Green, 67
problema la limita fundamentala, 144
prima identitate integrala a lui Green, 138
principiul
de extrem al unei functii armonice, 142
de maxim, 123
lui Duhamel, 121
superpozitiei, 103, 117
problema
axial-simetrica, 106
Cauchy, 117
Cauchy pentru coarda vibranta, 86
corect pusa, 73
la limita cu conditii initiale, 93, 95
problema de tip Cauchy, 73
problema

Cauchy pentru ecuatia propagarii caldurii, 123

Cauchy pentru coarda vibranta infinita, 88
Dirichlet, 144
Dirichlet interioara pentru cerc, 152
lui Cauchy, 32, 37
lui Cauchy a unui sistem diferential, 13
Neumann, 144
probleme
bine puse, 143
de tip Cauchy ale unui sistem diferential, 17
de tip difuzie, 108
exterioare, 144
incorect puse, 143
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interioare, 144

puse impropriu, 143
procese din

natura, 71

societate, 71
produsul scalar standard, 44
propagarea

caldurii, 107

undelor elastice, 85, 109
punct initial, 6
punctul de la infinit, 136, 137

regim

de curgere, 111

termic de racire al barei, 126

termic pe frontiera, 109
relatie

de compatibilitate, 40

de conditie, 49
reprezentare integrala Fourier in cosinus, 125
reziduul unei functii complexe intr—un pol, 155
rezultanta fortelor exterioare, 85
rotorul unui camp vectorial, 64

scalari, 41
sens de parcurs al unei curbe, 55
serie
absolut si uniform convergenta, 116
de functii absolut si uniform convergenta, 117
Fourier, 154
Fourier de sinusuri, 116
serii Fourier, 86
sfera unitate, 138, 140
singularitate
de tip pol, 134
logaritmica, 134
sistem
caracteristic asociat unei ecuatii cu derivate par-
tiale de ordinul intai, 26
de n ecuatii diferentiale ordinare de ordinul intai
sub formé& normala, 1
diferential neomogen, 11
diferential omogen, 11
diferential, 1
diferential liniar, 19
diferential liniar si omogen cu coeficienti constanti,
19
diferential liniar, neomogen, 19
fundamental de solutii, 14
omogen de ecuatii diferentiale de ordinul intai cu
coeficienti constanti, 19
sistemul diferential al liniilor de camp, 48
solutia generala
sub forma implicita a unui sistem diferential, 7
a ecuatiei cu derivate partiale liniare si omogena,
28

a unui sistem diferential, 17
sub forma explicita, 7
solutie
a unui sistem de ecuatii diferentiale, 12
elementara, 134
fundamentala, 134
generald a unui sistem diferential, 17
particulara, 95
regulata la infinit, 136
stabila, 143
solutii liniar independente, 13
spatiul afin [E™, 67, 143
stabilitatea unei solutii, 73
substanta
creata, 110
distrusa, 110
suprafata
de camp, 48
de nivel, 42
integrala, 25
laterala izolata termic, 131
neteda, 56
sursa
de substanta poluanta, 111
interna de caldura, 116, 120

temperatura initiala, 109
temperatura, 107
tensiunea membranei, 100
teorema de
existenta a unei solutii, 73
unicitate, 73
teorema
functiilor definite implicit, 34
cresterilor finite, 17
divergentei, 67
lui d’Alembert, 86
lui Rouché, 28
reziduurilor, 155
termoelasticitate, 109
termoelasticitatea cuplata, 109
tortuozitate, 111
traiectorie a unui sistem diferential, 6
transformata Fourier, 88
transport
advectiv, 111
convectiv, 111
difuzional, 111
transpusa unei matrice, 135

unda de temperatura, 125

unde
acustice, 85
electromagnetice, 85
optice, 85

unicitatea unei solutii, 143

171
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valori proprii, 153
variatie medie a unui camp scalar, 44
variabila
dependenta, 1
independenta, 1
vecinatate a punctului de la infinit, 136
vector, 11
vectorul
de deplasare a lui Maxwell, 72
de pozitie al unui punct, 61
densitatii de curent generat de fortele electrodi-
namice aplicate, 72
inductiei magnetice, 72
propriu corespunzator unei valori proprii, 21
tensiune intr—o coarda elastica, 85
unitar al normalei exterioare, 136
versorul normalei Intr—un punct al unei suprafete, 56
vibratii
ale unei membrane, 71
ale unui gaz, 71
viteza
initiala a unei coarde elastice, 86
luminii, 72
viteze initiale, 102

wronskianul
solutiilor unui sistem de ecuatii diferentiale, 20
unui sistem fundamental de solutii, 15
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